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Der Zweck vorliegeader Schrift, die bereits zu Ostern 1653 fast 
in derseB)en Gestalt, in welcher ich sie jetzt dem Poblicnm übergebe, 
t,voDendet toriag, an deren Veröffentlichung ich aber theils durch Ver- 
hältnisse, theils weil die Ausführung einer anderen Arbeit (über die cy- 
dischen Curven) drängte, verhindert war, ist, einen Beitrag zur 6e* 
V schichte der höheren Mathematik zu liefern. Mit Recht hat schon Herr Dr. 
V 'Gerhardt in seiner „Entdeckung der höheren Analysis'^ über die Vemach- 
< lässigung derselben Klage geführt und auf ihre Wichtigkeit für die Aufi^tel- 
'lung einer naturgemässen Methode auftnei1{s»n gemacht; es mag daher hier 
. nur noch auf einen anderen Vorthefl hingewiesen werden , den eine ver- 
traute Bekanntschaft mit der Entwickelungsgeschichte nicht allein der Ma- 
thematik , sondern überiianpt jeder Wissenschaft mit sich führt. Ich finde 
denselben einmal darin, dass durch sie ein richtiges Unheil über den ge- 
genwärtigen Stand derselben ermöglicht, zweitens aber und ganz besonders 
darin, dass durch sie vermöge der von ihr hervorgebrachten 
^Erweiterung des Gesichtskreises die allgemeine Bildung ge- 
fördert wird. Denn wenn Carl der fünfte sich dahin aussprach, so viele 
Sprachen ich lerne , auf so viele Arten lerne ich em Mensch zu sein , so 
kann etwas Aehnliches gewiss von der Kenntniss verschiedener Methoden, 
auf welche DiscipUn sie sich auch beziehen mögen, behauptet werden. 
Eine jede verlangt, um sie recht zu verstehen und zu würdigen, ein 
Herausgehen aus sich seBist, und ein Sich -Versetzen in den Ideenkreis 
und den Gedankengang eines Anderen; das beste. Mittel, eine nur schäd- 
hebe Einsdtigkett zu verhüten und dem Geiste Gewandtheit zu verschaffen. 
Durch Herbeiführung der letzteren aber wml in der MathematSc im Besonde- 
ren zugleich der pndittsche Nutzen eines soldien Studiums wie das bezeichnete 



herrorgerufen und dies ist folgender: Es muss das Streben eines jeden 
Hannes der Wissenschaft sein, diese zu erweitern und durch AuflBndang 
neuer Resultate ihre Grenzen weiter hinanszurücken. Hierbei aber berdtet 
oft zwar nicht die Unzulänglichkeit der yorhandenen Hülfsmittel, aber doch 
ihre Unanwendbarkeit in einzelnen Fällen grosse Schwierigkeiten. Gerade 
solche FäUe aber sind zu untersuchen, denn Alles, was auf dem gewöhn- 
lichen Wege gefunden werden kann, ist entweder schon dargelegt oder 
blos deswegen nicht ausgesprochen worden, nicht wdl es unbekannt, son- 
dern weil es allzu gewöhnUch ist. Es ist daher Jeder, der etwas Neues 
vorbringen will, genöthigt, eine eigene Bahn euuuschlagen und eigene For- 
schungen anzustellen. Wie das im Einzelnen zu machen, darüber lassen 
sich keine Regeln geben, das ist yielmehr Sache der Uebung^ des schar- 
fen Blickes, des Talents. Immerhin aber wird es Tortheilhaft sein, über 
mehrere Methoden verfügen zu können, um, wenn die eine versagt, zur 
anderen zu greifen. Die Kenntniss solcher verschiedenen Wege, Aufgaben 
zu lösen, verschafft aber gerade die Geschichte der Mathematik; ich ver- 
weise nur auf Newton's Methode , aus einer gegebenen Fluxions - oder Dif- 
ferenzial- Gleichung die abhängig Veränderliche in Form einer Reibe darzu- 
stellen (s. $. 3.); auf Newton's und Tschirnhausens Verfahren bei der Qua- 
dratur (s. $. 3. u. $. 7.); auf Roberval's und Nieuwentiifs Lösung des Tan- 
gentenproblems (s. S. 1. u. $. 10.) u. s. w. Ihre Kenntniss dürfte daher, be- 
sonders für den Anfänger, nicht ohne Interesse und Nutzen sein, sowohl 
in rein wissenschaftlicher als praktischer Beziehung. 

Es konnte nun aber einmal nicht meine Absicht sein, die ver- 
schiedenen Methoden jede in ihrer Ausführlichkeit anzugeben, sondern 
nur, auch Andere zum Selbststudium derselben anzuregen und ihnen in 
dieser meiner Schrift dabei eine Erleichterung zu verschaffen. Wer es 
selbst versucht hat, mathematische Schriften aus einer früheren Zeit, z.B. 
aus dem 17ten Jahrhundert zu lesen, wird wissen, dass diese Arbeit nicht 
gerade zu den leichtesten gehört, weil die ganze damalige Denk- und Dar- 
steUungsweise eine von der jetzigen so ganz verschiedene ist. Specielle 
Sätze, die gegenwärtig, eben weil sie keine Bedeutung für das Ganze, ha- 
ben, höchstens beiläufig erwähnt werden, galten damals als allgemein be- 
kannte, wichtige Theoreme, und indem sie oft aus den verschiedensten 
Schriftstellern, der eine aus EucUd, der andere aus Apollcmius, ein 



dritter aus den Schriften eines Dritten luaamnieilgetrigen wurden, sets|# 
man aus ihnen oft die Beweise mosaikartig zusammen^ während hingegen 
andere Satce, die gegenwärt^ Jedermann kennt, erst kaum geahnt war^u 
Gewöhnlich aber wurden neue Lehr^tze damals ohne jede Begründung hin* 
gestellt, man möchte fast sageii in Form von Recepten, indem Mos daii 
rein mechanische Verfahren angegehen ward; entweder weil man in der 
That einen Beweis nicht hatte und nur weil sich das erhaltene Resultat in 
einigen Fällen als richtig erwiesen hatte, sogleich schloss, dass dies stets 
statthaben werde, oder aber weil man, einer noch mittelalterlichen Geheim* 
nissthuerei huldigend, es liebte, sich und seine Entdeckung mit dem Schleier 
des GeheimnissYollen und Wunderbaren zu umgeben, wohl wissend, wel- 
chen Eindruck das Unerklarbare auf manche Geister zu machen im Stande 
ist, und dass auch das Gewöhnliche auf diese Weise den Anstrich des Be- 
deutenden und Wichtigen erhält. So kommt es donn, dass der, welcher 
es sich zur Aufgabe macht, nur die Cardinalpunkte hinzustellen, Vieles, 
nachdem es, oft mit Mühe und Zeitverlust, entziffert ist, wieder yerwerfcQ 
mid so Manches umsonst lesen muss. Ich habe nun, um ein mögliebst 
treues Bild von der Art und Weise, wie sich ein jeder der in dieser Schrift 
erwämteu Männer ausdrückte, zu Terschaffen, die Sätze erst in der Form 
wiedergegeben, wie sie sich bei ihnen finden, sodann aber dieselben, in- 
dem ich das ihi^n zu Grunde* liegende Princip hinzustellen yersochte, sie 
mestheils in der jetzigen Sprache der Wissenschaft ausgedrückt, andemtheils 
ihre Richtigkeit oder Unrichtigkeit geprüft, und glaubte in dieser Be- 
ziAung meine Arbdt als eine historisch-kritische bezeichnen zu dürfen. 
Es war zweitens meine Absicht, nur die Principieu der höhereu 
Analysis zu b<»*ücksichtigen, weil die Aufstellung derselben der bei weitem 
schwierigste und wichtigste Schritt in der Geschichte der Mathematik war, 
und weil ihre Begründung eine so mannigfaltige für den Mathematiker so- 
wohl als Philosophen interessante ist. Zu diesen Principien rechne ich die 
rein analytischen Fundamentalsätze der Differenzialrechnung, die Methoden 
zur Lösung der einfachsten auf stetig gekrümmte Linien sich beziehendea 
Aufgaben, und endlich die Theorie der unendlichen Reihen. Die geome- 
trischen Probleme sind, da sie den ersten Anlass zur Entdeckung der hö- 
heven Analysis gaben, und indem an ihnen fast alle Methoden sich ent- 
wickelten, zum Ausgangspunkte genomm^i worden. Bei der Darstellung 



Aerseibeo stand mir «in doppdier Weg offen, Mtwete* wm min diPMM- 
logieehe Reftteiifolge eineolialtan , wodurch aiwir Verwiadtis gelrauii, Y«r* 
sübiedenartiges nahe an einander gerQckt worden wire; oder das Gkidi-. 
artige im Zusammenliang lu behandeln, jede Melhode (ir aioh dmch 
alie Stadien äu*er Ausbildung hindureh lu verfolgen nod au eotwididn* Ich 
zog Letzteres f#r und theilte daher den Stoff in drei Hauptabsduiille» de- 
ren erster die auf die Vorstellung der Bewegung gegrAndeCen Theori«, die 
ieh anter dem Namen Fluxionsrecfanung im weiteren Sinne ausammen- 
fesste, der zweite die Leibnizisehe Diffureniiairechnung, der dritte dte La- 
grange* scIie Derivations- oder Functionsredmung entiiält. 

Es bleibt mir nur noch übrig, der Schriften des Herrn Dr. Gerbardt 
2u gedenken. Auf sie weise ich, wie ich es im Einaeltien gethan, so l»er 
im Ganzen aRsdrucklich hin, da ich, um einen festen AnArngspunkt au ge- 
winnen, Manches als bekannt voraussetzen musste, wie z. B. die Cavalerf adie 
Lehre des Untheilbaren, Fennat's Tangentenmetkode, seine'Bestimmung der 
Maxime und Minima u. s. w. , was sich in den genannten Schriften erklirt 
feidet; auch habe ich die denselben als Beilagen belgegebeneii Manuacripto 
Leibnizens dem über ihn handehiden Paragraphen zu Gründe gelegt Waa 
femer den Umstand betrifft, dass irh einige bereits von Hom Dr. Geriiardt 
in seiner „Entdeckung der höheren Analyus. 1855'' erwähnte M^lioden 
dbenfolls behandele, so habe ich mich nur deshalb und gerade deshalb zur 
Verüffentlichung meiner Arbeit entschlossen, weil ick mich überzeugte, dass 
ich in derselben diese Methoden durch Eingehen in das Eiozehie und An* 
führen von Beispielen ausführlicher erkläre und ich bei der SdtcBheit der 
betreffenden Werke glaubte, es werde Denjenigen, die nicht in der Lage 
sind, diese selbst einzusehen, erwünscht sein, soviel als müglich über sie 
Zu erfahren. Sodann aber habe ich auch nicht überall die Anaidit des 
Herrn Dr. Gerhardt theilen können, wie ich dies zum Theil in eineni Auf* 
satze im XXY. Bande des Gcunert'schen Archivs bereits amgesprochen 
habe und glaubte auf manche Stellen gerade in den Leibniiiseheii Manu- 
Scripten aufmerksam machen zu müssen, die mir mein Urtheii zu beelätigen 
schieiien. Hit einem Worte ich war der Meinung, es dürfe meine Schrift 
zum Theil als eine nidit unwillkommene Ergänzung, zum llieil ato «ne 
Weiterföhrnng der Arbeit des Herrn Dr. Gebärdt angesehen wertei, und 
füge n ur noch hinzu , dass viettricht gerade jetzt «ne AusiDiirliGliOTa Er- 
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'wähnuog Nieuwentiit'g (8.$. 10.) um so mehr geredrtfertigt ist, als aus 
dem kürzlich yod Herrn Dr. Gerhardt herausgegebenen Briefwechsel Leib- 
nizens mit den Bemoulli's ersichtlich ist, wie lebhaft denselben dieser Mann 
und sein Angriff auf die Differenziabrechnung interessirte. 

So übergebe ich denn das Büchlein der Oeffentlichkeit mit dem 
Wunsche, dass es mir gelungen sein möge, etwas beigetragen zu haben 
zur Anregung und Erleichterung des Studiums der Geschichte der Mathe- 
matik; wobei ich nicht umhin kann, ganz besonders der auch leichter zu- 
gänglichen Acta Eruditorum von ihrem Beginne 1682 bis in den Anfang 
des 18ten Jahrhunderts als einer nicht genug zu beachtenden Fundgrube 
fruchtbarer Ideen zu gedenken. Hatte ich mein Ziel, dem möglichst nahe 
zu kommen ich mit den mir zu Gebote stehenden Mitteln redlich bestrebt 
gewesen bin, nur irgend erreicht, so würde ich mich, in der Ueberzeu- 
gung etwas Nützliches gef5rdert zu haben, hinlanglioh belohnt fühlen. 

Die Ausstattung, namentlich die Schärfe des Druckes, dürften schwer- 
lich etwas zu wünschen übrig lassen. 
Bonn, Weihnachten 1865. 
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Einer der grössten Männer des siebzehnten Jahrhunderts war un- 
streitig Rene Descartes (1596 — 1650); denn er war es, der nicht allein 
der Philosophie eine neue Bahn brach, indem er sie von den Fesseln der 
mittelalterlichen Scholastik befreite, sondern auch den mathematischen Wis- 
senschaften ein ganz neues Feld eröffnete. Bis auf ihn hatte man sich auf 
eine Compilation , höchstens auf eine quantitative Erweiterung der von den 
Alten geAindenen geometrischen Sätze beschränkt, deren Methode nur dis- 
continuirUche Figuren zu behandeln erlaubte, und daher, wenn sie sich 
auch nur an die einfachsten der krummlinigen Gestalten, die Kegelschnitte, 
wagte, nur mit grosser Mühe einzeln dastehende Resultate an das Licht 
brüigen komite; Descartes war es, der den Grund legte zu einer metho- 
dischen Untersuchung der krummen Linien, und somit eine* nicht allein 
quantitative, sondern auch, und dies ist das Wesentlichste, qualitative Er- 
weiterung der Wissenschaft herbeiführte. Fragen wir, wie es möglich war, 
dass er, ein Einzelner, dieselbe mehr förderte, als es ein ganzes Jahrtau- 
send vor ihm vermocht hatte, so ist die Antwort: ihn beßhigte dazu die 
Erkenntniss eines einzigen Grundsatzes, zu der er gelangte, die Erkennt- 
niss nämlich, dass der Begriff der Veränderung in die Geometrie ein- 
zuführen sei. Descartes aber erkannte wohl, dass dieser Begriff, falls er 
zur Erforschung geometrischer Wahrheiten oder zur Erforschung der Eigen- 
schaften von Figuren, also Dingen, denen eine reelle Existenz ausserhalb 
des menschlichen Geistes zukommt, dienen soll, auch äusserUch darstellbar 
und der Rechnung zugängUch gemacht werden müsse. Zugleich aber 
konnte es ihm nicht entgehen, dass dies in der reinen Geometrie unmög- 

Wei$80nborn, Princ, d, MK Anal, 1 



lieh ist. Denn in eine gegebene Figur können zwar neae Linien, Winkel 
U.S.W, hineinconstruirt werden, und jede Construction ist Bewegung, jede 
Bewegung aber Veränderung, allein, so fruchtbar sich diese Bemerkung bei 
Betrachtung unstetiger Gebilde erwiesen hatte, so fruchtlos waren alle Ver- 
suche geblieben, sie zur Erforschung stetiger anzuwenden, denn hieran war 
ja eben die Methode der Alten gescheitert. Descartes musste sich also 
nach einem andern Theile der Mathematik umsehen, der einerseits ge- 
schmeidig genug sei, um für die äusserliche Darstellung des Begriffes der 
Veränderung dienlich zu sein, andrerseits aber auch eine Anwendung auf 
die Geometrie zulasse. Da nun kurz vorher Vieta (1540 — 1603) durch 
Einführung der Buchstaben statt der Zahlen der Arithmetik ihre wissen- 
schaftliche Gestalt verliehen hatte, da femer Descartes gerade durch arith- 
metische Forschungen, über die Auflösung der Gleichungen, zur Erkennt- 
niss des Begriffs der Veränderung gelangt war, da femer die Arithmetik, 
als ein reines Product des menschlichen Geistes, frei von den Beschrän- 
kungen, die die Natur des Raumes der reinen Geometrie auferlegt, sich 
weit eher als diese zur Darstellung eines Gedankens eignet, war es natür- 
lich, dass er in ihr den Theil der Mathematik erblickte, dessen er be- 
durfte. Indem also Descartes die charakteristische Eigenschaft einer jeden 
Curve durch eine arithmetische Formel ausdrückte, in welcher zwei ver- 
änderliche Grössen enthalten sind, eine Methode, die unter dem Namen 
„Analytische Geometrie ^^ bekannt ist, hatte er zugleich den Anstoss zu 
einer Entwickelung der mathematischen Disciplinen gegeben, die er selbst, 
wenigstens Anfangs, schwerlich geahnt hat. Einmal nämlich ward durch 
das Postulat, in einer einzigen arithmetischen Formel mittelst des Begriffs 
der Veränderung die charakteristischen und mithin auch alle aus ihr fol- 
genden Eigenschaften einer Curve darzustellen, in die Arithmetik der Be- 
griff der Function eingeführt, durch den sie sich zur Analysis erhebt, 
sodann waren jetzt Arithmetik oder Analysis und Geometrie in eine Wech- 
selwirkung getreten, vermöge welcher kein Fortschritt in dem einen Theile 
ohne einen entsprechenden Fortschritt im anderen möglich ist. Es liegt 
mithin ein doppelter Weg vor, entweder vom Begriffe der Function aus- 

• 

gehend die Natur der Curven zu untersuchen} dies ist offenbar das Schwie- 
rigste und Abstracteste, woher es denn kommt, dass diese Methode am 
spätesten ausgebildet wurde; sie ist das Princip der von Lagrange auf- 
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gesteiUen DeriTations-Rechnung; oder aber, Ton der Geometrie und 
ihren Postültaten geleitet, die Aritlimetik und Analysis weiter auszubilden, 
eine Methode, die, Differenzial- und Integral-Rechnung genannt, 
ihren Ursprung dem grossen Leibniz verdankt. Allein auch der letzteren 
setzten sich Schwierigkeiten entgegen, die Anfangs unüberwindlich schienen 
und, wie erwähnt, erst durch Leibniz, mithin mehr als hundert Jahre 
nach der Einfuhrung der analytischen (Geometrie in die Mathematik, be- 
siegt wurden. 

Dagegen schien auf den ersten Anblick eine dritte Methode viel zu 
versprechen. Es ist bereits oben erwähnt worden, dass Descartes den Be- 
griff der Veränderung nur mit Hülfe der Arithmetik in die Geometrie ein- 
zuführen vermochte. Allein es konnte nicht unbemerkt bleiben , dass dies 
noch auf eine andere Weise mögUch sei, nämlich dadurch, dass man eine 
gegebene Figur vor dem Auge des Geistes erst entstehen lässt, mithin sich 
in den Process des Werdens versetzt. Denn das Entstehen oder Werden 
ist ja eine Veränderung. Diese kann aber nicht gedacht werden ohne Be- 
wegung. Es lag mithiu nahe, sich zur Erforschung der Eigenschaften der 
krummlinigen Gestalten statt der Arithmetik, wie es Descartes gethan, der 
reinen Bewegungslehre oder Phoronomie zu bedienen. Dieser Methode nun, 
Fluxions-Rechnung genannt, wandten sich alle diejenigen zu, denen 
die Cartesische Lehre nicht zusagte, die aber sich über die Geometrie der 
Alten erheben wollten; sie war es femer auch, die, wahrscheinlich ihrer 
grosseren Anschaulichkeit wegen, am Frühesten versucht wurde und am 
Frühesten zu wichtigen Resultaten führte. Ihre schönste Frucht sind New- 
ton' s „Principia philosophiae naturalis mathematica ''. Hiermit aber hat- 
ten ihre Erfolge den Culminationspunkt erreicht und sie ward durch die 
Leibnizische Differentialrechiiung aus Gründen, die sich im Folgenden er- 
geben werden, verdrängt. 

Ind&DQi es nun der Zweck vorUegender Schrift ist, die Ausbildung der 
Principien der höheren Analysis historisch zu entwickeln und kritisch zu 
beleuchten, so zerfallt dieselbe dem Bisherigen zufolge naturgemäss in drei 
Abschnitte, die, in chronologischer Reihenfolge geordnet, die obigen drei 
•' Methodai , die Fluxionsrechnung als die zuerst zur Ausbildung gelsmgte, 
die Leibnizische Differenzial- und Integralrechnung als die nächste, und 
endlich Lagrange's Derivationsrechnung behandeln. Die beiden ersten ver^ 



danken ihren Ursprung, wie im Vorhergehenden erwähnt worden ist, der 
Geometrie, indem der erste Anstoss zu ihnen durch geometrische Probleme 
gegeben ward. Von der Menge derselben waren es besonders drei, die 
von den Zeiten Descartes bis auf Leibniz alle Mathematiker auf das Leb- 
hafteste beschäftigten und deren Lösung eben auf die Entdeckung der 
Fluxions- und Differenzialrechnung fOhrten. Diese drei Probleme sind: 

1) Eine Methode zu finden, mittelst deren an jeden Punkt jeder Curve 
eine Tangente gelegt werden kann; das s. g. Tangentenproblem; 

2) eine Methode zu finden, durch die der höchste oder tiefste Punkt einer 
Curye bestimmt werde: das Problem der Bestimmung der Maxim a 
und Minima, und 3) eine Methode aufzustellen, durch welche eine 
krummlinig begrenzte Fläche ihrem Inhalte nach ermittelt werden kann, 
das Problem der Quadratur. Die erste dieser Aufgaben hatte bereits 
Descartes für Curven, deren Gleichung ein algebraischer, rationaler Aus- 
druck ist, gelöst, für alle anderen hingegen hatten sich ihm unüberwind- 
liche Schwierigkeiten in* den Weg gestellt und er hatte , unter dem Vor- 
wande, alle anderen Curven (die allerdings meist in der Mechanik vorkom- 
men) seien mechanische, die Lösung der genannten drei Probleme für die- 
selben sei also eine Aufgabe nicht der Geometrie sondern der Mechanik, 
die Schwierigkeit zu umgehen und von sich abzuwenden gesucht. Das 
zweite Problem hatte der auch in anderen Theilen der Mathematik ausge- 
zeichnete Peter Fermat wenigstens für einfache Fälle gelöst. Die dritte 
Aufgabe war ebenfalls , aber nicht ohne manchen Zweifel übrig zu lassen, 
von Cavaleri (1598 — 1647) erledigt worden*). Inuner aber mangelten 
noch für alle drei Probleme allgemeine Methoden, durch die in allen Fäl- 
len die Lösung herbeigeführt werden konnte, und sie bildeten daher noch 
immer den Mittelpunkt, um den sich die Kräfte der vorzügUchsten der 
damaligen Mathematiker gruppirten, und sind daher bei der Schilderung 
sowohl der Fluxions- als der Difiereuzialrechnung vorzüglich zu berück- 
sichtigen. 



*) Die genannten Lösungen von Descartes, Fermat, Cavaleri finden sich 
dargestellt in: Dr. G. 1. Gerhardt's „Geschichte der EnldeckuDg der Diffe- 
renzialrechnung durch Leibniz ^S Halle 184S und in desselben: ^^Die Ent- 
deckung der höheren Analysis", Halle 1856, 



Capitel I. 

Die Flnxionsrechnnng. 

§♦ 1. 

Roberval's Methode. 

Der erste, der, gegen die Geometrie des Descartes Opposition 
machend, sich eine eigenthümliche auf den Begriff der Bewegung gegrün- 
dete Methode bildete, mittelst welcher er das Tangentenproblem zu lösen 
versuchte und in mehreren Fällen auch wirklich löste, war Roberval 
(1602 — 1675). Der Gedankengang*), den er befolgte, war etwa folgen- 
der: Zunächst setzt ler kurz die Fundamentalbegriffe der Mechanik aus- 
einander, unter denen jedoch gerade derjenige, der für sein Verfahren von 
der grössten Wichtigkeit ist, der Begriff der „Geschwindigkeit", fehlt, und 
erklärt dag ParaMogramm der Kräfte. Hierauf wendet er sich zu der 
eigentlichfiDi Au^abe, nämlich zum Tangentenproblem und stellt über das- 
selbe folgmidea Prinzip auf: Jede Curve lässt sich durch Bewegung eines 
Punkts entstsoiden danken; aus der Art und Weise nun, wie sie (die Curve) 
construirt wird, lassen sich die Kräfte, die an jeder Stelle d.h. an jedem 
Curvenpunkte auf den beschreibenden Punkt wirken, sowohl ihrer Grösse 
als ihrer Richtung nach bestimmen; werden diese Kräfte nach dem Gesetze 
des Parallelogramms vereinigt, so muss die Richtung der so erhaltenen 
Resultante die Richtung der Tangente im betreffenden Curvenpunkte sein. 
Ein Beispiel mag dies erläutern. Es sei die Tangente an einem Punkte P 
(Fig. 1.) der Apollonischen Parabel gesucht. Die Construction derselben 
stützt sich nun bekanntlich auf die Eigenschaft dieser Linie, dass die Leit- 
strahlen FP von einem Punkte JF, der der Brennpunkt heisst , nach dem 
Curvenpunkte P gleich sind dem Absende FQ desselben Punktes F von 
einer Geraden, die in einer Entfernung AO=sAF, wenn A der Scheitel 
ist, senkrecht zur Parabelachse gezogen ist, und Directrix heisst. Man 
construirt also die Parabel, indem man in den Punkten der Achse, z.B. 



*) Sein Verfahren findet sich in den: „Mimoires de l'academie royale 
des Sciences. D^puis 1666 jusqn'ä 1G99. Paris, 1730, Tome VI. in einem 
Aufsatze: „ Observations sur la coniposition des mouvements et sur le moyen 
de trouver las töuehantes des ligne^ courbes^' niedergelegt. 
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in M Parallele zur Directrix zieht, und dann von F aus mit dem Halbmes- 
ser OM einen Kreis schlagt, der mithin die in ilf errichtete Ordinate in 
Punkten der Parabel schneidet. Denken wir uns nun, der beschreibende 
Punkt habe am Orte P zwei Bewegungen, die eine in der Richtung des 
Leitstrahls JFP, die andere in der Richtung der Achse oder der Linie QP\ 
so folgert Roberval aus der Bedingung, dass stets (?P= FP sein muss, 
dass auch die Geschwindigkeiten in den Richtungen dieser beiden Geraden 
gleich sein müssen, dass mithin die Richtung der resultirenden Geschwin« 
digkeit und also auch der Tangente gefunden werde, indem man den Win- 
kel FPQ halbirt. Complicirter wird das Raisonnement, durch welches Ro- 
berval au die Conchoide, Cissoide und Archimedeische Spirale Tangenten zu 
legen suchte; besonderen Werth aber legte er darauf, dass es ihm gelun- 
gen war, auch für die Cycloide, eine Curve, die wegen der Schwierigkei- 



ten, die sie den Mathematikern der damahgen Zeit entgejgensetzte, bei den- 
selben Berühmtheit erlangt hatte, das Tangentenproblem zu losen. Es 

Interesse sein, Roberval's VerfaUren "^l^ucn bei dieser 
n Curve zu beschreiben. Zunächst wird wieder die 



Es 
wird daher nicht ohne 
schehibar*) verwickelten 
Definition derselben aufgestellt, und zwar folgendermassen. Auf einer Ge- 
raden AB (Fig. 2.) gleite ein Kreis mit dem Halbmesser mB = r' hin ohne 
zu rotiren, und zwar gleite er mit der Unearen Geschwindigkeit C; zugleich 
aber bewege sich ein beweglicher Punkt auf der Peripherie des gleitenden 
Kreises mit der ebenfalls linearen Geschwindigkeit c. Je nachdem nun 
c<^ C, c= (7, c> (7 ist, ist die Bahn, die der bewegliche Punkt vermöge 
der doppelten, nämlich einmal der geradlinigen, sodann der Kreis -Bewe- 
gung beschreibt, bezüglich eine verkürzte, gemeine, verlängerte Cycloide; 
eine Definition, deren Richtigkeit sich leicht nachweisen lässt, indem sie . 
auf die bekannten Gleichmigen dieser Curven fuhrt**). Nehmen wir der 



*) bei genauerer Untersuchung stellt es sich heraus, dass die Cycloi> 
denarten wegen der Eleganz und Anschaulichkeit ihrer Entstehungsweise, wo- 
rin sie leicht die Kegelschnitte übertreffen dürften, jedenfalls unter die Cur- 
ven gehören, die sich zur Anwendung der Rohervarschen Methode am besten 
eignen. Ja, es lässt sich bei ihnen mittelst derselben sogar der Krümmungs- 
halbmesser auffinden, wie ich diess in meiner Schrift: „Die cyclischen Cur- 
ven etc." nachzuweisen versucht habe, 

**) Hat sich nämlich der gleitende Kreis in der Zeit t von A nach B 



Einfadlbeit wegen an, die Gescbwindi^iten C und e seien gleich, und 
nennen den Halbmesser 'des gleitenden Kreises m£, r, so ergiebt sieb fär 
die dann enistebende gemeine Cycloide folgende Construction: Man macbe 
AC (Fig. 3.) gleicb dem Umfonge des rollenden Kreises und theile dann 
sowohl ÄC als den Kreis in dieselbe Anzahl gleicher Theile und ziehe in 
der ti5he des Halbmessers OB eine Parallele NN^ zur Basis i(7, die von 
den in den Tbeihingspunkten A^^ A^, . ^ • errichteten Perpendikeln in den 
Punkten iVf, A^, • • . in dieselbe Anzahl gleicher Theile getbeilt wird. Dann 

' ziehe man iV|P| || OBi , N^f^ II OB^^ u. s. w. und mache die Linien JV|P| s= 
JV2P2 SS ... gleich dem Halbmesser r des gleitenden Kreises; dann i^ die 
durch die Punkte Pj , P^ , ... bestimmte Linie eine Cycloide (von Hober- 
Tal auch Trochoide oder routette genannt). Der beschreibende Punkt des 
erzeugenden Kreises hat nun an jedem Orte P zwei Bewegungen, die eine 
parallel zur Basis AC gerichtet und hervorgerufen durch das Gleiten des 
Erzeuguqgskreises , die andere in der Richtung der Tangente des Punkts 
P an demselben, hervorgerufen durch die kreisende Bewegung des be^ 

' schreibenden Punktes. Indem nun der Voraussetzung nach diese zwei com- 
ponirenden Geschwindigkeiten gleich sind, wird die Diagonale des aus den 
beiden gMeben Componenten PD und Pfi construirten Parallelogramms 
den Winkel ßPB halbiren müssen , und sie ist zugleich die verlangte Tan- 
gente an die Cycloide. 

Wie man sieht, hat Roberval in der Erläuterung seiner Methode die 



bewegt, so ist die Strecke iBss Cu Hat ferner der bewegliche Punkt an» 
fangs in A gestanden » so ist Bogen BP» ei« mithin 1 da Bini^=ir* istt 

cl 
/L BrnP^-—/^ folglich die Abscisse AM des Punkts P, die x heisse: x=^ 

Ci — r' sin ( -7«M> uad die Ordinale JWP, oder y, ist y = r' — r* cosj -^.t j; 

C T^ %D O 

Setzt man nun ^BmP oder -71 = «?, also 1 = —^, so wirda:= — r'.w — 

r e e 

C 

f'sinto; yssr' — r' cos 105 oder wenn wir — r's=r setzen: aj=:r,w — r' 

c 

sintr;y = r'(l — costu). Das sind aber die Gleichungen einer verkürzten 

oder verlängerten Cycloide, so lange C^c, also r^r' ist. (Vcrgl. meine 

„Cyclischen Cunren etc." $. 8. 8) sowie pa^. 37 — 39). Wird aber C^e, 

also f csf% 10 erhält man die gemeine Cycloide. 
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Begriffe Ton „ Kraft ^' und „ Gegchwindi^eit ^S indem er sie als identische 
gebraucht^ nicht hinlängUch geschieden, und sich öfter des noch allgemei- 
neren Ausdrucks „Bewegung^" an ihrer Statt bedient Wenn nun schon 
durch diesen, übrigens sehr verzeihlichen Umstand — man weiss ja, wie 
lange es dauerte, ehe die Grundbegriffe der Mechanik zur Klarheit gelang- 
ten — die Durchsichtigkeit seiner Darstellung getrübt wird, so geschieht 
dies noch mehr aus folgender Ursache: Es wird Niemand entgangen sein, 
um wie vieles weniger deutUch und anschaulich die Anwendung seines Ver- 
fahrens^ auf die Parabel als auf die Cycloide ist. Der Grund hiervon scheint 
dieser zu sein. Bei der ersten Curve nimmt Roberval dieselbe als gege- 
ben, als vorliegend an und sagt nur, sie hat bekanntlich die Eigenschaft, 
dass die Entfernung jedes ihrer Punkte vom Brennpunkte gleich ist dem 
Abstände von der Directrix , und dieser Gedanke liegt nun seinem Beweise 
zu Grunde. Ganz anders verhält es sich mit der Definition der Cj^eloide; 
denn durch diese sind wir genöthigt, die Cycloide nicht als gegeben und 
vorhegend zu betrachten, sondern sie in Gedanken erst entstehen zu lassen. 
Diese Verschiedenheit rührt offenbar davon her, dass letztere Definition die 
Vorstellung der Be*wegung, die der ganzen Methode zu Grunde 
liegt, schon in sich enthält, so dass die Anwendung derselben nicht mit 
der Definition im Widerspruch steht, wie es bei der Parabel der Fall ist, 
wo wir plötzlich genöthigt werden, in eine schon fßrt^e und vorhandene 
Curve eine Bewegung hineinzudenken. Wir können daher als Grundsatz 
aussprechen: Die Fluxionsmethode RobervaTs kann mitKlar^ 
heit und ohne Zwang nur dann angewandt werden, wenn 
eine Definition zu Grunde gelegt worden ist, die die Vor- 
stellung einer continuirlichen Bewegung involvirt. Es soll 
aber hiermit keineswegs gesagt werden, dass ihr Gebrauch nur auf eine 
kleine Anzahl Linien beschränkt sei, denn bekanntfich lässt sich eine und 
dieselbe Curve meistens, man kann wohl sagen immer, auf verschiedene 
Weise entstanden denken und also auf verschiedene Weise definiren. Es 
ist daher mit dem eben ausgesprochenen Theoreme nur behauptet worden, 
dass man, um das in Rede stehende Verfahren mit Deutlichkeit anzuwen- 
den, erst eine solche Definition suchen oder auswählen muss, die die Vor- 
Stellung einer, und zwar ununterbrochenen, Bewegung in sich ent- 
hält. Da nun eine jede Definition eine. Construction 2ulässt und bedingt. 
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sd liegt im Yorigisn zugleich die Behauptung: dass auch nicht jede 
Construction sich zur Grundlage unseres Verfahrens eig- 
net, sondern nur die aus einer der angegebenen Bedingunfg 
genugenden Definition hervorgegangene. Ein Beispiel mag zur 
Erläuterung dienen. Bekanntlich entsteht die (ässoide folgendermassen: 
Am Ende D (Fig. 4.) des Durchmessers AD eines Kreises wird eine Senk- 
rechte auf denselben errichtet und vom Punkte Ä aus nach jedem Punkte 
S derselben eine Gerade gezogen. Wird nun auf einer solchen Linie AB 
von B aus ein Stuck BP^AB abgeschnitten, so ist die Cissoide der geo- 
metrische Ort der so erhaltenen Punkte P. Aus dieser Erklärung der 
Cissoide würde es schwer sm, ohne unklare Elemente beizumischen, die 
Lage der Tangente nach Hoberval*s Methode zu ermittehi. Wir müssen 
uns daher nach einer andern Definition umsehen. Eine solche ist denn 
auch nicht schwer zu finden. Man erinnert sich nämlich, dass dieselbe 
Curve auch so construirt werden kann: Auf die vom Punktet aus ge- 
zogene Linie AB werde m A ein Perpendikel AC errichtet und vom Durch- 
schnittspunkte C desselben mit der Kreisperipherie ein Loth auf den Durch- 
messer AD gefallt. Dasselbe schneidet (in seiner Verlängerung) die Linie 
AB in einem Punkte P und der geometrische Ort der so gefundenen Punkte 
P ist wieder die Cissoide. Bei näherer Untersuchung dieses Verfahrens 
zeigt sich, dass dies der geometrische Ausdruck für folgende Definition 
der Cissoide ist: Es sei ein rechter Winkel (7iF gegeben, dessen einer 
Schenkel AU anfangs durch den Mittelpunkt eines Kreises geht, während 
der andere Schenkel AV denselben in A berührt. Nun drehe sich der ge- 
gebene rechte Winkel um den festen Scheitel i, und zugleich bewege sich 
von A aus auf dem Schenkel AU, der sich um den Winkel u aus seiner 
Anfangslage herausbewegt und die Lage AU* angenommen haben mag, ein 
beweglicher Punkt mit einer solchen Geschwindigkeit, dass die Verlänge- 
rung eines von ihm auf DA gefällten Perpendikels den Durchschnittspunkt 
C der Kreisperipherie mit dem andern Schenkel AV, der sich ebenfalls 
um den Winkel u gegen seine frühere Lage gedreht hat und in die Lage 
AV* gekommen ist, trifft. Der sich fortbewegende Punkt wird dann offen- 
bar die Cissoide beschreiben. Hieraus lässt sich nun leicht die Lage der 
Tangente an jedem Punkte P derselben bestimmen. Der beschreibende 
Punkt hat nämlich offenbar das Bestreben, sich in zwei Richtungen zu be- 
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wiegen; eimnal sucht er, yma6%e der Rotation des ScbeidEels ÄUf auf 
dem er sich befindet, in der Richtung der Tangente emes mit dem Ra- 
dios AP beschriebenen Kreises , abo senkrecht zu AP, nach 6 zu sich zu 
bewegen; zweitens strebt er, in der Richtung von AP selbst weiter zu 
gehen. Diese beidra Richtungen schliessen ofieid>ar einen rechten Winkel 
ein. Es kommt nun darauf an, das V«liiteiss der Geschwindigkeiten aus* 
Mdig zu machen, mit denen er in jeder dieser zwei Richtungen fortzu*- 
gehen sucht. Für die Richtung Pff, die also seidtfecht zu iP ist, isl 
nun die lineare Geschwindigkeit leicht zu berechnen. Sie ist nach einem 
der Fundamentalsätze der «Dynamik, wenn die, eonstante oder TeranderiAe, 
Winkelgeschwindigkeit, mit der sich die Sdienkel des redbten Winkels 
drehen, w genannt wird, ^eich AP.u>. Bezeichnen wir sie also durch ^i, 
so erhalten wir die Gleichung: 

q = iP . w. 
Um nun die Geschwindigkeit Cj in der Richtung AP zu finden, haben wir 
iiP durch u auszudrücken. Nun ist: 

cotu 
oder, da, wenn r der Radius des gegebenen Kreises ist, 

AC^2r .sinu 
und AM = 2r . sin^ . u 

• ^ • ^ j» o «V.W 

ist, so ist: -AP=:2r. . 

cosu 

Mittelst dieses Werthes für AP können wir nun sowohl q als c^ durch u 

ausdrücken. Zunächst nämlich wird: 

Ci = 2r . . la. 

cos.u 

Insofern nun unter Geschwindigkeit der Grenzwerth des Difierenzquotienten 

yon Raum und Zeit, also der Diiferenzialquotient verstanden wird, ergiebt 

sich aus dem Werthe für AP durch Differenziren nach der Zeit, die t 

heissen mag, die Geschwindigkeit C2] es wird also: 

Q 2 8inu .cos^.u+sin^M du 
eos^.u dt 

was sich übrigens auch ohne Differenzialrechnung beweisen liesse. Nun ist 

dt£ 
aber ^ als Diflferenzialquotient des in der Zeit » durcUaufenea Winkels 
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II iiacli t nichts anderes ab der Ansdnick fOr de WinkJrigesdiwindit^ 
u). Wir können also ancb sagen, es ist: 

« 2 «in.» . eo$.h$ + 9in.h$ 

Nun lässt sich der Werth für ei offenbar schreiben: 

Cf = 2r . sinM . tangM . w 
und der Werth für Cj : 

cj =s ( 4r . co<.u+2r . — - — ) . tang.u . u>. 
Es yerhalt sich also: 

oder, da 2rsin.u^ÄC: 2r.*^^^ÄP war und offenbar 2r.m,%=z 

CD^ AB ist: q : Cj =5 iC: 2.CD+iP. 

Nehmen wir also AC als Haass der in der Richtung PO vorhandenen Ge- 
schwindigkeit, so wird die in der Richtung AP vorhandene Geschwin- 
digkeitscomponente gemessen durch eine Linie, deren Länge =2.CD-f 
AP=s2.AB+AP ist Ziehen wir daher, indem PG\\CA ist, durch A eine 
Parallele zu PC, so wird PG = AC=sCi. Wird femer von B eine Linie 
BB' parallel zu AD gezogen und CD bis zum Durchschnitte B' mit dieser 
Linie verlängert, so wird offenbar CB'^2.CD. Wird also Bf\\PC ge- 
zogen, so wird auch P/=2.C1>, und wenn wir nun fF^s^AP machen, 
so wird PF=:2.CD+AP = C2. Wird daher aus PG und PF das Paral- 
lelogramm construirt, so stellt seine Diagonale PH die nach der Zeit t 
* vorhandene Curvengeschwindig^eit des beschreibenden Punktes dar, nach 
demselben Haasse gemessen, wie q und Cji ^uid ihre Richtung ist zugleich 
die Richtung der Tangente im Punkte P der Qssoide. Dass diess in der 
That 80 ist, lässt sich leicht rückwärts nachweisen. Nennen wir nämlich 
den Winkel, den die Linie PZT mit iem Durchmesser AD macht, t, so 
ist offenbar: 

tangs s eotang. 1 Är^ang. i ^ j — u 1 ; 

1 + -2 . tangM 

oder: tang.t =e • 

~ — tang.u 
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Nmuimi wir naeb der Methode der analythehen Geometrie die Linie AM 
die Absdsse und bezeichnen sie durch x^ die Linie MP die Ordinate und 
bezeichtaen sie durch g, so ist bekanntlich die Gleichung der Cissoide: 






Ferner wird: tang.u =S|/ ^~zr ' '****** ^V W' ^**** ~\/ 2r ' ^^ 

AC== 2r.tinM = 42r.x\ 
2.00 = 4r .eoMi « 2. V2r(2r— jr); 

co«.u V 2r — a^ 
mithin: 2 . CT + ^P = 2 V2r(2r— a?) +x xj , 



2r — 0? 

4r — 2a? fa? yjr- . 4r — xj , — 
-7^=r- . V2r * y^_^ ^2r ; 
V2r — X V2r— a? 



algo wird : — = 



^ V^(2r — a?) 



2r — X 



^ 4r — X / gg 

, , V^(27=7) ' V 2r— » 

und ^fliij.r = — 2—^^ ^ 

4r — jj / 

Vx(2r— a?) V 

3r — a; / as 

oder ^anö.T = 3 -i/ 5 . 

* 2r — a?V 2r — a? 

Es ist aber bekanntlich auch tangx = -^ = ^-= . Wird diese 

' dx OS 

Differenziation ausgeführt, so erhält man denselben Werth ^ .i/ ^ T 

® 2r— a; V 2r— *a? 

für tang.T, Es mag zugleich dieses Beispiel hoch als Beleg für einen 
grossen Yortheil der Methode Robervars dienen, der darin besteht, dass 
dieselbe stets auf eine Construction führt, während, wenn nach der Me- 
thode der analytischen Geometrie erst die Gleichung der Curve gesucht und 
dann die Ordinate nach der Abscisse differenzirt wird, ein Ausdruck her- 
Torgeht, dessen geometrische Bedeutung erst gesucht, der, wie sich schon 
Chasles in seiner „Geschichte der Geometrie'' ausspricht, aus der Arith- 
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metik erst wieder in die Geometrie übersetzt werden muss. Indem se Ro- 
bervaTs Methode jedenfalls eine gr^sere Anschaulichkeit gewährt, indem sie 
eine Berücksichtigung der specieUen Individualität jeder einzeboen Curve er^ 
fordert, folgt zugleich, dass sie die Aufstellung eines allgemeinen, für alle 
Linien gültigen Gesetzes nicht zulässt und die Lösung des Tangentenpro- 
blems dem Scharfsinne des Mathematikers überlässt, wodurch aber wie- 
derum ein gedankenloses Operiren mit todten Formeln vermieden und un- 
möglich gemacht wird. 

Mit dem oben angeführten zweiten Problem, der Bestimmung der 
Maxima und Minima, scheint sichRoberval nicht beschäftigt zu hab^, wobl 
aber mit der dritten, der Quadratur der Curven, und zwar bediente er 
sich hierbei eines der Cayaleri*schen Methode des Untheilbaren ganz, ähn- 
lichen Verfahrens. In einem Briefe an Toricelli, mit dem er weg^ der 
Priorität der Entdeckung einiger Sätze über . die Cycloide in einen Streit 
gerathen war, der, wenigstens von Seiten Roberval'«, mit vieler Gehässigkeit 
geMhrt wurde, wie aus dem hier erwähnten Schreiben: „Epistola Aegidii 
Personnerii de Roberval ad evangelistam Toricellium'^ hervorgeht*}, nimmt 
er auch das Prioritätsrecht der Erfindung der „Indivisibilia'' für sich in An- 
spruch, in deren Besitz er lange, ehe Cavaleri die seinige veröffentlicht 
habe, gewesen zu sein behauptet. Zugleich setzt er hinzu, seine (Rober- 
val's) Methode sei darin von der Cavalerischen verschieden, dass er die 
Grössen nur als aus ihnen homogenen unendlich kleinen Grössen entstand^ 
gedacht wissen wolle, also Linien aus unendlich vielen und unendlich klei- 
nen Linien, Flächen aus kleinen Flächen u. s. w., während Cavaleri Flächen 
aus Linien, Linien aus Punkten u. s. w. zusammengesetzt sem lasse. Hier- 
mit aber stimmt keineswegs überein, wes er in seiner Abhandlung „Tratte 
des indivisibles'^**) sagt, wo er sich dahin ausspricht, dass,, da alle Linien 
durch Punkte besjtimmt seien, man sich, wenn es sich um das Verhäitniss 



*) Der Verdruss über diesen alierdiogs ebenso derben als beissenden 
Brief soll die Ursache von Toricelli's bald darauf erfolgtem Tode gewesen sein. 

**) Genannter Brief, sowie die Abhandlung: „Traite des indivisibles*' 
befinden sich in dem oben angeführten Tome V(. der „ Memoires de Tacademie 
royale etc.**. Die wichtigsten der hierher gehörigen Stellen befinden sich in 
Gerhardt's „Entdeckung der höheren Analysis. Halle 1855'' pag. 30 und 31 
abgedruckt. 
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Mer Linie %. B. m einer anderai handele, statt der Vortidlang von un- 
endüch vielen kleinen Linien der Vorstdlung ton unenffich vielm Ponkten, 
bei Fttchen der Vorstellung von Linien, bei Körpern der von FUdien be- 
dienen kdnne; eine Auffassung, die sich von der Darstellung Cavaleri*s kaum 
unterscheiden dürfte. Uebrigens, setzt Roberval hinzu, sei es nicht nöthig, 
dass die indivisibiJia als unter einander ^ich angenommen wfirden, sie 
kfontim audi das Gesetz irgend einer Progression befolgen, z.B. das d€r 
natflriichen Zahlen, der Quadrate, der Guben u. s. w.; wenn dieses Gesetz 
bestimmt sei, liessen sich auch über die so entstandenen Flfichen Regeln 
aussprechen. Es mögen z. B. die indivisibilia nach dem Gesetze der natür- 
lichen Zahlen fortgehen, so dass also das zweite indivisibile EF (Fig. 5) 
doppdt, das dritte, ff ff, dreimal, das vierte, iS, viermal so gross ist, 
als das erste Element C; dann, behauptet Roberval, sei die durch diese 
unendlich kleinen Linien oder Punkte bestimmte FlAche, also das Dreieck 
€AB halb so gross als das Quadrat des grössten Elements AB , also gleidi 
der Hätfte des Quadrats CDBA\ wenn 2d>er die elementaren Linien nach 
dem Quadrate fortschritten, so dass also die erste (7=1, die zweite 
If tt. 4, die dritte fflT =s 9 u. s. w. sei, so sei das Dreieck CGH (Fig. 6) 
der dritte Theil des Quadrats des letzten Linienelements, also hier der 
dritte Theil des Quadrats A6BD von ffff; denn die FUche des Drei- 
ecks C6H sei sn 27, das Quadrat der GB sei =^81 ; mithin verhalte sich 
die erstere zu letzterer wie 1:3. Wie dies, namentlidi der eben erwähnte 
Satz, zu begreifen sei, dürfte schwer zu ermitteln sein. Ueberhaupt wer- 
den wir wohl Roberval's Verdienste in Bezug auf diese seine Theorie de- 
nen Cavaleri's unterordnen müssen, sowie wir ihn auch schwerfich von 
allzugrossem Ehrgeize freisprechen können. Wichtiger als diese seine theo- 
retischen Untersuchungen ist die Art und Weise, wie er den Fläeheninbdt 
der Cydoide bestimmte, eine Angabe, deren Losung der grosse Galiläa 
der Lehrer Toricelli*s vergebens versucht hatte. Roberval löst in seiner 
Abhandlung „De trochoide '^ *) dieselbe folgendermaassen: Er' geht wieder 
von der Construction der in Rede stehenden Curve aus und giebt die- 
selbe so: Wenn der Bogen ONi (Fig. 7) des durch seine ümrollung die 
Cycloide beschreibenden Rades abgewälzt ist, so dass die Linie OMi gleich 



*) M^moires de racadimie royale des sciences. Tome VI. 



— 16 — 

dem Bogen ONi geworden i£t, befindet sieh offenbar der MUlelpunkt des 
wähenden Kreises, der Anfangs in R^ stand, auf einer in Mi zur Basis er- 
richteten Senkrechten, und zwar in der Höhe r, wenn r der Kreishaftmes- 
ser ist, der beschreibende Punkt aber, d^ Anfangs in stand, befindet 
sich in derselben Höbe Aber der Basis, wie der Punkt iVi, er liegt also 
auf einer durch iV^ zur Basis parallel gezogenen Linie, die das in M^ er- 
richtete Lotb in Ol schneidet. Zugleich steht er, wie man sich leicht über- 
zeugt, um eine Strecke PfQi »: £|iV^ ?on MiQi ab. Man findet also aUe 
Punkte P|, P}, P, , ... der Cydoide, wenn man durch aOe Puiriite iV|, 
7^29 ^89 • * • der Peripherie des gegebenen Kreises Parallele zur Basis zieht, 
auf letzterer die Stücke OMi , OM2 , Oüf^ , . . . bezüglich gleich den Bögen 
OiV|, OiVj, ONz, . . . macht, in den Punkten M^, M2, il/3, ... Senkrechte 
auf die Basis errichtet und von den so erhaltenen Schnittpunkten Qi , 02» 
Qzi ... aus die Längen (?|P|, OsPs« QzPz^ • • • bezüglich gleich RiNi, Riffi^ 
Hgi^s, . . . abträgt. Um nun die Fläche der Cycloide zu linden, yerfahrt Bo- 
berval folgendermaassen. Zuerst werden die Punkte Q|, Q2, Q3, P, . .. Ter- 
bunden, wodurch eine Curve entsteht, die von ihm Gefährtin (socia, comes) 
der Cycloide genannt wurde, zwischen ihr und der Cycloide liegt also ein 
krummlinig begrenzter Baum , dessen Fläche ^r auf folgende Weise ermit- 
telt. Da QiPi =üiiV|, da ferner die Höhe M^Qi des Flachenstücks OQ^P 

1 

gleich ist der Höhe ORi des Flächenstücks OR^Nf des Kreises, schliesst 
er, dass die Fläche OQiPi gleich sei der Fläche OJl|iV|, und dann weiter, 
dass die von der Cycloide und ihrer Gefährtin 'eingeschlossene Fläche 
OQtPPiO als der Inbegriff solcher Stücke wie PiOtQ^P^ gleich sei dem 
Halbkrase ON^R, als dem Inbegriffe aller Stücke RtNiN^l^i =^ PiQtQzPz- 
Das Bechteck OMPR wird aber durch die Gefährtin in zwei gleiche Theile 
getheilt, ferner ist nach einem Satze, den bereits Archimedes kannte, die 
Fläche eines Kreises gleich der eines Dreiecks, welches den Umfang zur 
Basis, den Badius zur Höhe, oder den halben Umfang zur Basis und den 
Durchmesser zur Höhe hat. Es ist also, da OM gleich dem halben Um- 
fange des Kreises ist, das Bechteck OMPR gleich der doppellen Kreisfläche, 
mithin seine Hälfte OMPQ^O gleich der Kreisfläche und die halbe von der 
Cycloide eingeschlossene Fläche OMPP^O das 1| fache, also die ganie 
Fläche das 3 fache des Wälzungskreises. Von der Bichtigk^t dieses Be- 
sultates kann man sich leicht überzeugen. Freilich aber ist Boberval^s Ver- 
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fahren, namentlich die SchlOsBe bei Vergleichung der Flädienelemente des 
von Gydoide und Gefihrtin eingeschlossenen Raumes und des HaB>kreises 
wenig überzeugend« Man urtheilt jedoch weniger streng über dasselbe, 
wenn man bedenkt, dass noch der grosse Galilei dieselbe Aufgabe nicht 
anders zu lösen vermochte, als dass er die fragliche Flache mit der den 
rollenden Kreis bildenden Scheibe im Rohen ausmass, wohingegen Rober- 
val's Methode, namentlich die gluddiche Benutzung der Gefährtin, die nichts 
anderes als die s. g. Sinusversuslinie ist, und deren Gleichung, wenn die 
Abscissen 01f|, OJIf,, u.s.w. durch o?, dieOrdinaten IfiOi, MzQt^ «• «• ^■ 

durch y bezeichnet werden, y = r i — co»[— jj heisst, den Stempel des 
Genies unverkennbar an sich trägt. 

§2. 

Tiefere Begründung der Fluxionsmethode durch 

Barrow. 

Unstreitig tiefer begründete Isaac Barrow (1630—1677) seine eben- 
faUs auf das Princip der Bewegung gestützte Methode. Von seinen beiden 
Schriften: „Lectiones geometricae"*) und „Lectiones mathematicae. Lon- 
dini 1683" kommt hier hauptsächlich das erstere in Betracht; von dem 
letzteren mag nur bemerkt werden, dass er sich, wie Roberval, ebenfalls 
dahin ausspricht , man könne sich nicht Linien aus Punkten , Flächen aus 
Linien u. s. w. , mit einem Worte nicht Grössen aus anderen ihnen hetero- 
genen zusammengesetzt denken, und dass er sich bemühte, ein Criterium 
der Homogeneität aufzustellen, indem ihm das von Euclid aufgestellte nicht 
hinreichend schien. Wichtiger ist das erstere der genannten Werke. Be- 
gabt mit speculativem und philosophischem Geiste ging er von folgenden 
Principien aus. Er nahm die zu untersuchenden Figuren liicht als gegeben 
und vorliegend an, sondern liess sie, sich in den Process ihrer Bildung 
versetzend, erst gewissermassen vor seinen Augen entstehen. Das Ent- 



*) Von diesein tiemlich seltenen Buche ist mir nur eine Englische Ueber- 
Mtzung unter dem Titel: „baac Barrow: Geometricai lectures. 1670. Trans- 
lated froffi the latin edi^on by £dmund Stone. London» 1735 '* tugaoglieh 
gewesen« 
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stehen aber erklärte er, wie die Jonische Schule des Alterthums, als eine 
Bewegung. Eine solche aber kann nicht gedacht werden ohne die Vorstel- 
lung der Zeit. Zunächst also stellte er eine Definition jiuf, was unter letz- 
terer zu verstehen sei, und erklärte sie als das Verharren der Dinge in 
ihrem Wesen, Zustand und Bewegung („ continuation of the things in their 
being, State and movement ^^), eme Definition, die freilich schon deswegen 
unstatthaft ist , weil in ihr der Begriff der Bq^egung , der ja eben durch 
den der Zeit erklärt werden soll, als bekannt vorausgesetzt wird. Wich- 
tiger aber und zugleich richtiger ist die Aufstellung der für die Zeit cha- 
rakteristischen Eigenschaft. Barrow findet diese m dem ununterbrochenen, 
stetigen und gleichmässigen Flusse derselben, und folgert hieraus sogleich, 
dass sie durch eine gleichförmige Bewegung, z.B. der Fixsterne, gemessen 
werden könne. Weil aber ferner wegen dieser Gleichmässigkeit alle Theile 
der Zeit einander gleich sind, kann dieselbe, da sie zugleich ohne Ende 
veriäuft, entweder mit einer unendlichen geraden Linie oder aber mit einem 
Kreise verglichen werden. Da jedoch letzterer in sich selbst zurückläuft, 
die Zeit aber immer weiter fortschreitet, scUiesst Barrow, der Vergleidi 
mit einer unendlichen Geraden sei der allein statthafte. Wir können uns 
also die Zeit unter dem Bilde einer Geraden vorstellen. Eine soldie aber 
kann durch Fortschreiten eines Punktes entstanden oder entstehend ge- 
dacht werden und wenn dieses Fortschreiten gleichmässig geschieht, so 
wird jedem Momente der Zeit ein bestimmter Ort, an dem sich der in Be- 
wegung begriffene Punkt befindet, also ein Punkt der Geraden entsprechen. 
Ferner kann eine Bewegung nicht gedacht werden ohne eine bewegende 
Kraft und dieser Begriff macht sich vorzüglich geltend, wenn von zwei 
Körpern der eme in derselben Zeit einen grösseren Raum durchläuft als 
der andere. Abstract gefasst lässt sich jedoch der Begriff der Kraft ebenso 
wenig wie der der Zeit in Rechnung ziehen. Sowie sich aber die Zeit 
durch eine Gerade darstellen lässt, so, fahrt Barrow fort, sei statt der 
Kraft die Geschwindigkeit (als Maass derselben) anzuwenden; ja er definirt 
die Geschwindigkeit geradezu als die bewegende Kraft, durch die em be-^ 
weglicher Körper in einer gegebenen Zeit einen gewissen Raum durchläuft. 
Die Geschwindigkeit nun, da sie mit der Zeit veränderlich sein kann, stellt 
Barrow durch eine am Ende des die zugehörige Zeit vorstellenden Linien- 
stücks errichtete Senkrechte ,dar, in der Art also, dass in jedem einen 

WeiaaenborHt Prino, d. Mh. Anal, 2 
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ZeitmomeDt darstellenden Punkt die daselbst Vorhandene Geschwindigkeit 
durch ein Perpendikel ausgedruckt ist. Da nun jede Geschwindigkeit ver- 
möge der angenommenen Veränderlichkeit nur einen Augenblick oder einen 
unendlich kleinen Zeittheil dauert, der durchlaufene Raum aber derselben 
stets proportional ist, so stellt er diesen Raum durch ein Rechteck dar, 
dessen Seiten Linien sind, deren eine die Geschwindigkeit, die andere den 
unendlich kleinen Zeittheil gj^aphisch darstellt. 

Nach Aufstellung dieser Fundamentalbegriffe geht nun Barrow über 
auf die Erzeugung der Curven. Dieselbe kann nach ihm auf doppelte Weise 
geschehen, entweder durch eine einfache oder durch eine zusammenge- 
seUete Bewegung. Die erstere zerfallt wieder in die progressive, wenn z. B. 
eine Linie AC (Fig. 8) ihrer ursprünglichen Lage parallel auf einer anderen, 
geraden oder krummen Linie AB fortbewegt wird, und in die circulare, 
wenn z.B. durch Umdrehung eines Halbkreises um seinen Durchmesser die 
Kugel gebildet wird. £ine zusammengesetzte Bewegung findet dann statt, 
wenn z.B. eine Gerade AC (Fig. 9), von ihm „generatrix^' genannt, auf 
räer anderen Geraden, iß, der „din>ctrix*^ fortbewegt wird, während zu- 
gleich auf ersterer ein Punkt in der Richtung von A nach C sich fortbe- 
wegt, der dann, wenn die Generatrix und er selbst eine gleichförmige Ge- 
schwindigkeit besitzen, eine die Directrix AB unter einan gewissen Win- 
kel schneidende Gerade, wenn er sich aber mit gleichförmig beschleunig- 
ter Geschwindigkeit bewegt, eine Parabel u. s. w. bildet. Statt aber einen 
solchen in Bewegung begriffenen Punkt anzunehmen, können wir uns auch 
viNTStellen, dass die bisher als unbeweglich angesehene Directrix sich eben- 
falls fortschiebe und zwar in der Richtung von A nach C oder umgekehrt. 
Dann wird ihr Durchschnittspunkt mit der gleichfalls fortrOckenden Glene- 
ratrix nach den verschiedenen GeschwiHdigkeitsverhältnissen verschiedene 
Curven erzeugen. Die erste Art nun, wo in einer und derselben Linie 
(der Generatrix) verschiedene Bewegungen, die eine, der Generatrix selbst, 
die andere, des in ihr auf- und absteigenden Punktes, statthaben, nennt 
Barrow eine Zusammensetzung der Bewegungen („ con^nisitio motuum"), 
die andere aber, wo verschiedene Lmien, wie Direetiix und Generatrix jede 
mit einer einfachen Bewegung begabt sind, nennt er ein Zusammenwirken 
der Bewegungen („concursus motuum")* Besonders wendet er nun die erste 
Art, also die Zusammensetzung, and zwar in der aufgestellten Form an, 
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um Curten entstehen zu lassen und aus den verschiedenen Geschwindig- 
kerten der ztfr Erzeugung derselben compoiiirten Bestandtheile, einer Linie 
und eines Punktes, die Eigenschaften der Curven zu erforschen. 

So ergiebt sich sehr einfach, dass, wenn die Bewegung der Genera- 
trix und des in ihr laufenden Punktes mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
gescTiiehl , die so hervorgebrachte Linie eine Gerade ist. Denn hat die Ge- 
neratrix in der Zeit ti das Stück AMi (Fig. 9) , in der Zeit fj das Stück 
AM'i^ der Directrix, der Punkt aber in denselben Zeiten die Stücke bezüg- 
lich ilf|Pi, M^P^ durchlaufen, so haben wir, da nach der Voraussetzung 
die Geschwmdigkeiten gleichförmig sind, die Proportionen: 

und MiPi : M^P^ = ti : ^2? 

woraus folgt: M^Pi : M^P^ = AMi ' ^^2» 

welches die Eigenschaft einer Geraden ist; und man sieht, dass die Tan- 
gente ihres Neigungswinkels MiAPi, der d heisse, wenn Ci die Geschwin- 
digkeit des Punctes, Cj die der Generatrix ist, ausgedrückt wird durch 

tang.d = — . Ebenso leicht lässt sich zeigen, dass, wenn die Geschwindig- 

keit der Generatrix gleichförmig, die des Punktes gleichförmig beschleunigt 
ist, eine Parabel entsteht, und dass allgemein in allen von dem ersten 
verschiedenen Fällen eine],Curve entstehen muss, in welcher keine drei be- 
nachbarte Punkte in einer Geraden liegen können. Das Fundamentaltheo- 
rem, mittelst dessen er das Tangentenproblem zu lösen sucht, ist aber 
folgendes*): Die Geschwindigkeit des die Curve (welche sie auch sei) be- 
schreibenden Punktes ist an Jeder Stelle P (Fig. 10) so gross, dass mittelst 
derselben, weraai sie gleichförmig beibehalten wird, ein in T befindhcher 
Punkt die Strecke TQ in derselben Zeit zurücklegt, in der die Generatrix 
0¥ die Strecke OM der Directrix durchlaufen hat, dass sie sich also zur 
Geschwindigkeit der Generatrix verhalte wie TQ : OM oder wie TQ : QP. 
Der Beweis ist folgender: Nehmen wir an, die erzeugende Linie OY be- 
finde sich in einem zwischen und M gelegenen Punkte Mi der Directrix, 
so wird sich der von T aufsteigende Punkt, wenn sich seine Geschwindig- 
keit zu der der Generatrix verhält wie TQ : 0P, in einem solchen Punkte 
r befinden müssen, dass sich verhält 2T' : OMi =^TQ:QP oder TT : Qpi = 

*) Ucture IV« der ,> Geometrical lectares*^ 

2* 
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TQ : QP. Es wird sich also der auf der TQ aufsteigende Punkt eben so 
weit unter derDirectrix befinden müssen, als der Punkt 7|. Indem nun der 
die Curve erzeugende Punkt sich zu dieser Zeit in P| befindet und, wäh- 
rend sich die Generatrix von M^ nach M bewegt, von P| aus um die 
Strecke P|Pi in die Höhe rückt, der Punkt in TQ aber in derselben Zeit 
um die grössere Strecke T^Q aufsteigt, so leuchtet ein, dass die Geschwin- 
digkeit des letzteren Punktes grösser ist als die des die Curve beschrei- 
benden Punktes, wenn derselbe sich P| befindet. Dasselbe lässt sich zei- 
gen, wenn er sich an irgend einem anderen zwischen und P gelegenen 
Punkte befindet. Nehmen wir aber an, die Generatrix sei über M hinaus 
nach M^ gekommen, so wird sich aus ähnUchen Gründen wie oben der in 
TQ aufsteigende Punkt in derselben Höhe über der Directrix befinden, wie 
Tj* Er hat also dann von P aus sich nur um ein Stück Pz^i ^i^boben, 
während der die Curve beschreibende Punkt von P aus um P2P2 aufge- 
stiegen ist. Mithin ist die Geschwindigkeit des ersteren kleiner als die des 
letzteren im Punkte P^- Es kann daher nur, wenn die Generatrix in M 
sich befindet, die Geschwindigkeit des in TQ aufsteigenden Punktes gleich 
der des die Curve beschreibenden Punktes seht, und zwar verhält sie sich 
also zur Geschwindigkeit der Generatrix wie TQ: QP, Es ist leicht, sich 
auch auf andere Weise von der Richtigkeit dieses von Barrow aufgestellten 
Theorems zu überzeugen. Er behauptet also, dass die Seitengeschwin- 
digkeit eines irgend eine Curve durchlaufenden Punkts, und zwar, wenn 
wir OY als F-, OM als X-Achse ansehen, dass die Seitengeschwindig- 
keit in der Richtung der F- Achse gleich sei der gleichförmigen Geschwin- 
digkeit, mit der sich in derselben Zeit ein Punkt von 7 nach Q bewege; 
Alles unter der Voraussetzung, dass die Seitengeschwindigkeit des die Curve 
beschreibenden Punkts in der Richtung der X-Achse (denn dies ist ja 
Barrow's Geschwindigkeit der Generatrix) gleichförmig sei. Nennen wir 
nun die Zeit, zu der sich der die Curve beschreibende Punkt in P befin- 
det, t, so ist also seine Seitengeschwindigkeit in der Richtung der F- Achse 

= —, ferner ist Jö, da TP die Tangente ist, bestimmt durch die Glei- 
dt 

dv 
chung TQ = je—', mithin wird die Geschwindigkeit des die TQ durchlau- 

doc 

fenden Punkts, die ja auch gleichförmig sein soll, ausgedrückt durch . 
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Es liegt also BarrOw*s Theorem in der Gleichung: 

(ly _ ' dx 

li " t ' 
Soll dies richtig sein, so muss sich aus ihr eine andere richtige Gleichung 
ableiten lassen. Dividiren wir nup beiderseits mit dy, so erhalten wir 

dt t dx' 

/# /jr« ff 

woraus folgt : -—=: — , 

^ dt t 

eine Beziehung, die bekanntlich nichts . weiter sagt, als dass die Seitenge- 
schwindigkeit des Curvenpunkts in der Richtung der X-Achse gleichförmig 
sei. Da nun Barrow, wie erwähnt, auch nur für diesen Fall seinen Satz 
aufgestellt hat, so erhellt also die Richtigkeit desselben. 

Vergleichen wir Barrow's Methode mit der Robervars, so finden wir 
ausser dem Bestreben, die Fundamentalbegriffe, namentlich den der Ge- 
schwindigkeit, klar hinzustellen, auch noch den bedeutenden Unterschied, 
dass Barrow durch die Zusammensetzung der Bewegung mittelst zweier Li- 
nien, gleichsam von selbst, da dieselben ja bei jeder Curve eine Haupt- 
rolle spielen, auf die Coordinatengeometrie des Descartes hingewiesen wurde, 
während jener, die Eigenschaften eiijer Curve, wie sie sich darboten, be- 
nutzend, dieselbe verschmähte. Beide aber stimmen darin überein, dass 
keiner ein für alle Linien gültiges Verfahren , Tangenten zu ziehen u. s. w. 
angeben konnte. 

§♦ 3. 

Ausbildung der Fluxionsmetbode durch Newton. 

Barrow*s ausgezeichnetster Schüler und sein Nachfolger auf dem Lehr- 
stuhle an der Universität zu Cambridge war Isaac Newton (1642 — 1727)*). 
Schon früh machte er wichtige Entdeckungen auf dem Gebiete der Optik, 
sowie auf dem der reinen Mathematik. Unter letzteren, die allein uns hier 
beschäftigen können, ist jedenfalls die des binomischen Lehrsatzes die wich- 
tigste von seinen Jugend -Arbeiten. Denn indem durch dessen Anwendung 



»The life of Sir Isaac Newton" by David Brewster. London 183 L 
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bei gebrochenen Exponenten die Entwickelung nie abscJ^Hesst, enUteht ^a, 
unendliche Reihe , und hiermit war ein ganz neues Princip in die Wissen- 
schaft eingeführt, welches insbesondere bei den EngUschen Mathematikern 
der damaligen Zeit die häufigste Anwendung fand, und, bald auch auf den 
Continent übergegangen, eines der mächtigsten Mittel wurde, durch welche 
die Resultate, deren sich die höhere Analysis zu erfreuen hat, erzielt 
wurden. 

Eines der wichtigsten und zugleich eines der frühesten Theoreme, zu 
dem Newton mit Hülfe des binomischen Satzes gelangte, war die Quadra- 
tur der Parabolischen Curven. Sein Verfahren findet sich niedergelegt in 
der Abhandlung: „De analysi per aequationes numero terminorum infini- 
tas"*), die 1669 abgefasst und Rarrow mitgetheilt ward. Es ist folgendes: 
Die Linie OM (Fig. 11) sei die X-, eine zu ihr senkrechte die Y-Achse ; 
über ersterer sei eine Curve OPP' gegeben, und es sei das Gesetz bekannt, 
nach welchem der Flächeninhalt OMP, der z heissen mag, sich mit der 
Abscisse x ändert, es sei nämlich dieses Gesetz ausgesprochen in der Formel 

n — 
m-l-n 
gesucht wird die Gleichung der durch dieses Gesetz offenbar bestimmten 

Curve, also die Ordinate y, ausgedrückt durch x. Es schlägt also Newton 

den dem Jetzt ^gewöhnlichen Verfahren entgegengesetzten Weg ein, da er 

die Regeln, wie aus dem Gesetze der Ordinalen das der Flächen abgeleitet 

wird, noch nicht entdeckt hatte. Wohl aber findet sich schon hier einer 



*) Von Newton's Schririen war mir eine Ausgabe der „Principia phi- 
losophiae naturalis mathematica** vom Jahre 1686, also eine der ersten zu- 
gänglich. Sie liegt daher den die Princip. pbil. naL betreffenden Gitaten zu 
Grunde. Zu Newton*s übrigen Schriflen benutzte ich die Horsley'sche Aus- 
gabe, ferner war mir die anoDyin erschienene Französische üeberseUang der 
„Methodus fluxionum'' von Buffon: „La methode des iluxions et des suiles 
infinies par le M, Chevalier Newton; ä P^ris 1740", dann „I^aaci Newton! 
enqiperatio linearum tertii onlinis; sequilur illustralio ejusdem tractatqs auctore 
Jacobo Stirling. Parisiis 1797'% endlich die Originalausgabe der Optik mit 
dem „tractatus de quadralura curvarura" und der „Enumcratio linearum tertii 
ordinis ^* unter dem anonymeii Titel : „ Opticks t or^ a treatise #f the refieiions, 
refractions , inflexions and colours of light. Also two treatises ol the tpeeies 
an4 mügvitvde of eurvilioear $g«re$. Lon4on 1704" j&ugängUch. 
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d^r (iriindgedanken, die seimf einig« Jahre später entwickelten Methode 9I» 
Basis dienen, wenn aach mcht ausgesprochen, doch angewendet. Um 
Uiäinlich die rorliegende Aufgabe zu lösen, verfahrt Newton folgendermaassan. 
£r lässt die Abscisse x um ein Increment MM' wachsen, welches er, da es 
doch hernach wieder versehwinden soll, gleich von vorne herein geradei^u 
mit bezeichnet. Mit dieser Zunahme der Abscisse jr ist eine Zunaluoa 
AfM'P'P dev Flache verbunden, die u heissen mag. Wir haben also did 

Beziehung : « +14 = — j — (oj + 0) » . 

IVun läsßt sich jedenfalls eine Länge MP^', die v heissen mag, finden, der 
Art, dass das Rechleck MM'NP** an Fläche gleich ist der Flächenzunahme 
MM^P'P^u, Der Inhalt, dieses Rechtecks MM'N*P** ist aber, da die ein^ 
Seite MP** =^ v , die andere MM' = ist , auszudrücken durch v . ; es ist 
also t« «9 17 . ; und so entsteht die Gleichung : 

Ä + ü.O=^— — (a?+0) * . 

Auf die rechte Seite wird nun der bipomische Sat^ angewandt, so dass 
sich ergiebt: 

^ «i+n L Iw l.n 2.n J 

fl ■ 

Ziehen wir hiervon die Gleichung: ä« — -- .05 * ab, so bleibt: 

m tn — tt 

t;.0««:»a?» +Ä — .07 • .0*+... 

2 .n 

Heben wir beiderseits mit 0, und bedenken, dass, da MM* verschwindend 

klein oder =:0 ist, die Linie MP* mit MP = y zusammenfallt, und dass 

alle Glieder mit Ausnahme des ersten auch nach der Division mit den 

CoefiQcienten behalten, also selbst = sind, so ergiebt sich die gesuchte 

Gurvengleichung : y = ür » . 

Wir sehen also hier das Priocip der lofinitesiiKMlreGhnung, ehie Gr^^ 

wachsen zu lassen und dann die Zunahme wieder zu annuHiren, bereits in 

Wirkung. 

In der im Jahre 1971 verEaissten „Methodus flusionum^' nunhitt New- 

/ 

ton sein ganzes System niedergelegt, und es enthält dieselbe denjenigen 
Theil der Mathematik, dtn »an gewöhnlich v^staudfn wissen will, wenn 
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man von „Fluxionsrecbnung^* schlechtweg spricht. Es ist bereits erwähnt 
worden, dass Newton ein Schüler Barrow*s sei, und in der That, die Me- 
thode desselben musste ihm, der, wie wir aus Brewster's Lebensbeschrei- 
bung wissen, von früh auf so bedeutendes Talent für Mechanik zeigte, ganz 
besonders zusagen. Ihr also folgte er, nur mit dem Unterschiede, dass 
für Barrow die Entwickelung der phoronomischen Theoreme nur Hülfsmit- 
tel für die Lösung geometrischer Aufgaben waren, während Newton sie 
erweiterte und zur Lösung mechanischer Probleme anwandte. In der ge- 
nannten Abhandlung*) erklärt sich Newton nämlich dahin: er stelle sich 
die Aufgaben: 1) Wenn der Raum gegeben ist, den ein in stetiger Bewe- 
gung begriffener (was er durch das im Deutschen nicht mit einem Worte 
wiederzugebende „ fluere ** ausdrückt) Körper durchlaufen hat, für jeden Ort 
oder für jede Zeit die Geschwindigkeit zu fihden; und umgekehrt: 2) Wenn 
die Geschwindigkeit und Zeit gegeben ist, den Raum zu finden. Um diese 
beiden Aufgaben zu lösen, glaubte Newton die Geometrie zu Hülfe nehmen 
zu müssen (während umgekehrt Barrow, um geometrische Aufgaben zu lö- 
sen, die Phoronomie zu Hülfe zog). Denn, sagte er, Raum und Zeit seien 
Grössen, die mit einander nicht verglichen werden könnten, man müsse 
sich daher nach .einem Dritten umsehen, welches, indem es Verwandtschaft 
zu beiden habe, sich zur Vermittelung eigne. Dieses Dritte findet Newton 
in der geraden Linie, ohne sich darüber auszusprechen, wie er die Ver- 
wandtschaft derselben „zur Zeif finde; vielleicht dass er ebenso wie sein 
Lehrer Barrow urtfaeilte. Indem* er also die gleichmässig wachsende Zeit 
als Abscisse, den in dieser Zeit durchlaufenen Raum als Ordinate darstellte, 
hatte er seine Aufgabe auf die, die Eigenschaften der Curven zu erforschen, 
mithin auf das Gebiet der Geometrie hinübergespielt. Diese beiden Linien, 
also die Coordinaten der Curven, nennt Newton, da sie die stetig verän- 
derlichen, ab- oder zunehmenden Grössen, die Zeit und den Raum, re- 
präsentiren: Fluenten, und bezeichnet sie durch jr, y u. s. w., die Ge- 
schwindigkeiten aber, mit denen sie ab- oder zunehmen, nennt er Flu- 
xionen und bezeichnet sie durch x, y u. s. w. Es versteht sich von 
selbst, dass von diesen wieder die Fluxionen genommen werden können; 
dies sind dann in Bezug auf die ursprünglichen Fluenten jr, jf, Fluxionen 



*) ,,Methodu8 fluxionum'S („Geometria analytica*' bei Horsley) LVl — LXl. 
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zweiter Ordnung, sie werden durch dieselben Buchstaben, jedoch mit zwei 
Punkten versehen, bezeichnet. Umgekehrt können die Fluenten x^ y als 
Fluxionen zweier anderen Grössen angesehen werden, die durch i*, y be- 
zeichnet werden etc. Hierbei versteht es sich jedoch von selbst, dass die 
Fluxion X der Abscisse, da dieselbe die Geschwindigkeit der durch sie re- 
präsentirten Zeit darstellt und die Zeit als gleichmässig wachsend („uni- 
formiter fluens ") gedacht wird , als constant angesehen wird. Daraus folgt 
von selbst, dass die zweite, dritte und alle folgenden Fluxionen von s 
gleich Null sind; sodann aber auch, dass die Fluxion von s als Maass, 
nach welchem die Fluxion von y gemessen wird, mithin als Einheit ange- 
nommen werden kann. Da also diese Fluxionen die Geschwindigkeiten sind, 
mit denen Zeit und Raum, und also auch ihre Repräsentanten, die Coor- 
dinaten s und ^, zu- oder abnehmen, so erhellt: einmal, dass sie etwas 
von letzteren, also von x und y. Verschiedenes sind, sodann, dass die 
Geschwindigkeit der Ordinate (und, wenn man will, auch die der Abscisse x) 
nur für einen Augenblick dieselbe bleiben wird. Da also die Zeit ihrer 
Dauer unendlich klein ist, so bezeichnet Newton diese Zeitdauer geradezu 
durch 0. Indem daher Zeit und Raum und folglich auch die sie repräsen- 
tirenden Binien ^ und y den Augenblick oder die Zeit hindurch, die 
eine die Geschwindigkeit i*, die andere y besitzt, so wird die Zu- und 
Abnahme dieser «Linien x und ^, da sie ja der Geschwindigkeit direct pro- 
portional ist, ausgedrückt werden müssen durch xO und yO*). Diese der 
Geschwindigkeit proportionalen Zu- oder Abnahmen der Fluenten, die mit- 
hin als unendlich klein gedacht werden, da die Geschwindigkeit nur für 
einen Zeitmoment als constant angesehen werden kann, bezeichnet Newton 
mit dem Ausdrucke Momente**). Sind also nach einer gewissen Zeit 



*) Es ist wohl nur ein Versehen, wenn Dr. Gerhardt in seiner „Ent- 
deckung der höheren Analysis. 1855*' pag. 80 sagt» Newton habe die Jn- 
cremente von x und y durch bezeichnet. 

**) Indem so die Fnndamentalbegrifle der Newton*$chen Methode ciläti- 
tert sind, muss noch hinzugefügt werden, dass nur darin eine Unklarheit ob- 
walte, dass Newton sich nirgends bestimmt ausspricht, ob er unter „Fluen- 
ten" den Raum und die Zeit, oder die Repräsentanten derselben, die Coordi« 
naten, also Linien, verstanden wissen wolle. Gewöhnlich nimmt man Letzte« 
res an , und es scheint dies auch , den meisten Steilen in Newton's Werkeq 
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die Variabeten von der Grösse x und ^, so müssen sie im näobstea ZeU- 
momente die Grösse j:+xO und y+yfi erlangt haben. Ferner aber er- 
hellt aus der Definition der „Momente" und dies ist sehr wichtig, dass 
überall , wo es nui' auf ihr Verhaitniss ankommt , das Vcrhaltniss der Ge- 
schwindigkeit X und y, denen sie Ja proportional sind, gesetzt werden kann, 
und umgekehrt. Wenn also z. B. die Grösse y des durchlaufenen Raumes 
für jede Zeit s bestimmt wird durch die Formel: 

jr3+3jt'2^+xy«+ya = 0, 
so lässt sich hieraus und mit Hülfe des eben Gesagten leicht das Gesetz 
ableiten, wie sidi die Geschwindigkeit y für jede Zeit berechnen lasst. Denn 
nach emem Zeitmomente tritt offenbar die Gleichung ein: 

oder aufgerechnet: 

4-(3jri'24.yi2_|.6jri^+2yi'y+jry*+3y^*)02 ^ ' 

'^{x^+x'^j + xy^Vy^)^^ 
Wird von dieser Gleichung die ursprüngliche: j:*+3x^+jry*+y* = 
abgezogen, so bleiben nur die letzten drei Reihen, die die Coefficienten 0, 
0*, 0^ haben, übrig; und wird dann der Factor gestrichen, so fallt in 
der nunmehrigen ersten Reihe der Coeßicient ganz weg, während in der 
nunmehrigen zweiten und dritten Reihe bezüglich und 0^ bleibt. Die 
beiden letzteren annulliren sich also und es bleibt die gesuchte Gleichung: 

3j:2i.+6jryr+y.f + 3.i^ + 2xi^y + 3y*i = 0. 



nach zu urlhcileo, seine Meinung; zu sein, obschon er dieselbe, wie gesagt, 
nirgends bestimmt ausspricht. Wenn er sich hingegen: „Tractatas de qua- 
dralara curvarum" propositio 1. probleroa 1, Explicatio plenior dahin aus- 
spricht, die Symbole der Fhjxionen (also offenbar die Momente) seien von 
ganz anderer Natur als die Grössen . deren Plnxtonen sie seien (was doch 
nichts Anderes heissen kann, als: sie seien von anderer Natur als die Fluen- 
ten) , so scheint hiermit ausgesprochen zu ^eoiy dass er unter „Flnenten^^ 
den Raum und die Zeit selbst verstehe. Die Entscheidung hierüber wird be- 
sonders durch den Umstand erschwert, dass, wenn in dem Lateinischen Origi- 
nal X und y fluentes genannt werden , natürlich stets ein Zweifel obwaltet, 
ob diases Wort als Substantivum oder als Participium zu betrachten sei. In 
den meisten FAUen jedoch wird diese Zweideutigkeit von keinem Bebng sein« 
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Ohae hier Newjton's V(»fahren rückstchtlich der Division mit Null zti criü* 
siren, dessen Unzulänglichkeit ja jetzt hinreichend anerkannt ist, mußs dlie 
Art und Wei&e, wie er sich gegen einen anderen Einwand verwaiule, er* 
wähnt werden. £ß scheint nämUch, als hätte man ihm entgegnet, die Mo* 
mepte, ^. b. also die Incremeate im Zustande d<es Entstehens oder Ver* 
sßhwind^QS seien Null und könnten also kein angebhares Verhältniss zu 
einander haben. Hiergegen spricht sich Newton so aus*): Die Incremente 
habßu «Uerdiogs sowohl \w als nach dem Verschwinden ein anderes Yer« 
hältniss als die Fluxipnen, und im Zustande des Entstehens oder Ver« 
schwinden^, wenn sie also in die Momente übergehen, sind sie in der That 
= 0. Aus letzterem Umstände darf aber nicht gefolgert werden, dass sie 
in diesem Augenbhcke kein bestimmtes Verhältniss haben, ein solches be* 
steht immer noch» und zwar ist es die Grenze des vor oder hinter dem 
Nullzustande vorhanden gewesenen Verhältnisses, und dieser Grenzwei*th 
ist es, der durch das Verhältniss der Fluxionen bezeichnet wird. 

Nachdem sich Newton auf diese Weise über die Principien seines 
Verfahrens ausgesprochen, wendet er sich sogleich zur Auflösung der bei- 
den oben erwähnten Probleme, und zwar zunächst zu dem, aus dem ge- 
gebenen Verhältnisse zweier Fluenten, jc und ^, das Veitiältniss ihrer Flu- 
xionen zu finden**), ohne in jedem einzelnen le eine besondere Rech- 
nung, wie bei dem obigen Beispiele anstellen zu ^müssen. Sein Verfahren 
ist nun folgendes. Es sei z. B. das Abhängigkeitsverhältniss der Fluenten 
gegeben in der Gleichung: 

s^ — Ss^y + asy^ — hg^ = 0. 
Um nun die verlangte Beziehung zwischen x und y zu finden, schreibt er 
vor: Man multipHcire alle Glieder, die x enthalten, mit einem Bruche, 
dessen Zähler der Exponent von jr, mit Jr multipUcirt; dessen Nenner s 

3jr 

selbst ist, also in unserem Beispiele das erste Glied mit — , das zweite 

mit — U.S.W,, oder, etwas anders ausgedrückt, man multipJicire jedes 

eine Potenz von x enthaltende Glied mit dem Exponenten dieser Potenz, 
vermindere den Exponenten um die Einheit und setze x als Factor zu, 



*) „PriDcip. philos, nalur.** Liher f. Sectio!. 
^*) ))lKetbf.d|is fluxionum". Pfoblema 1. 
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Ebenso werden alle Glieder, die Potenzen von y enthalten, behandelt, so 
dass alle die Glieder, die sowolil jt als y enthalten, zweimal in Betracht 
gezogen werden müssen. Wird dann alles so Erhaltene mit den ursprüng- 
lichen Zeichen zu einem Aggregat verbunden und dies gleich Null gesetzt, 
so ist in dieser Gleichung die Beziehung zwischen x und y, die gesucht 
war, enthalten. Wir erhalten also nach dieser Methode aus unserem Bei- 
spiele : 3x*jr — 6a?yi + ay^x — Sac^ + 6xyy — Sfty *y = 0. 
Fragen wir nach dem Grunde dieser von Newton ohne Beweis aufgestell- 
ten Regel, wie er denn fast alle seine Sätze, die rein analytischer Natur 
sind, ohne Begründung hinstellte, so erhellt, dass das hier angegebene 
Verfahren nichts anderes ist, als dasjenige, welches man jetzt zum Diflfe- 
renziren impliciter Functionen anwendet. Es ist nämlich, wenn x und y 
durch die impücite Gleichung /(jr,y) = verbunden sind, der Dififeren- 

zialquotient -p bestimmt durch die Gleichung: 

uX 

df(x, y) 
dy dx 

dx'^~ df(x, y)' 

Wird diese Regel auf unser Beispiel, wo also ^Gr,y) = a?* — 3jr*y+ 
axy^ — hy^ angewandt, so erhält man: 

dy 3ja— e^ry + gy^ 

dx "" ~ — 3a?2+2axy— 36y* 

oder : ^x^dx — Qxydx + ayHx — 3 hyHy + 2ajrydy — ^xHy = 0, 
welches die von Newton gefundene Formel ist, wie man sogleich sieht, wenn 
man da? und dy mit i und y vertauscht. Zugleich aber geht aus dem 
Bisherigen hervor, dass er die gesteUte Aufgabe nur in dem FaUe zu lösen 
vermochte , wenn die Fluenten durch eine algebraische Relation mit einan- 
der verbunden sind. Ja es wird seine Methode, da er direct nur von gan- 
zen rationalen Functionen die Fluxionen zu finden vermochte, schon eine 
wenigstens weitläufige , wenn Wurzehi oder auch nur Brüche in der gege- 
benen Fluentengleichung vorkommen. Wie er dann verfuhr, mag an einem 
Beispiele gezeigt werden. Es sei gegeben die Gleichung: 

a+y 
Nun wird, um Bruch und Wurzel wegzuschaffen : -^j-J- = *;*». ^lay+s* = » 
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gesetzt, 80 dass die Gleichung lautet: 

x^ — ay*+Ä — V = 0. 
Aus derselben folgt durch Uebergelien zu den Fluxionenj: 

3a?*i — 2ayy+% — « = 0. f) 

Aus der ersten Hülfsgieichung --~ = z folgt aber: a%-\^yz — hy^ = 0, 
folglich : a% +3fi + «jf — ihy'^y = 

und daher » = — ^—, 

a+y 

oder vermöge des Werthes von z: 

. 3a6y^-f-26y»jr 

"'"■ (g+y)^ • 

Aus der zweiten Hulfsgleicbung s^.^ay + s^^ v folgt nun: 

woraus sich, wenn man zu den Fluxionen übergeht, ergiebt: 

4ax^ys+as*y+6s^jr — 2vv «= 0, 

. , -. , . 4ax^yi+as^y+6x^jr 
f olghch : V = g — 

oder vermöge des Werthes von v: 

. _ iasyx+ax^^Qx^x 
^ 2Vaj+jr2 

Werden diese Werthe von « und r in die Gleichuug f) eingesetzt, so er- 
hält man die verlangte Fluxionsgleichung: 

*> «• o • . 3a— 2 - ,. iaxyx+ax^y+Qx^x ^ 

Eine solche Eliminationsrechnung muss nun für jeden einzelnen Fall ange- 
stellt werden. Man sieht, wie beschwerlich dies ist. 

Bevor wir zu dem zweiten Probleme übergehen, muss hier noch ein 
Umstand erwähnt werden. Aus dem Vorigen ist klar, dass nur die Flu- 
xionen von zwei Fluenten, x und y gesucht werden können, insofern man 
nämlich dem eben beschriebenen rein operativen Verfahren Newton's 
denjenigen Sinn unterlegen will, den er den Begriffen der Fluenten und 
Fluxionen selbst zugetheilt hat. Nichtsdestoweniger stellt er sich die Auf- 
gabe, das Verhältniss der Fluxionen s und y auch aus Gleichungen zu fin~ 
den» die drei Variabele enthalten. Es entsteht nun hier zunächst die Frage : 
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was soll die dritte Variabele, die s lieissen mag, bedeirten, da ber^s s 
das Symbol oder der Repräsentant der Zeit, y der des Raumes ist? Man 
muss gestehen, dass es schwer, ja unmöglich ist, der dritten YerSnder- 
liehen einen ähnlichen Sinn unterzulegen. Sehen wir daher zu, wie New- 
ton sich iü)er diesen Gegenstand erklart. Er spricht sich nun dahin aus: 
Es sei eine Gurve gegeben, deren Abscisse x, deren Ordinate y heisse, 
die dritte Variabele z bedeute die Fläche, lieber der Abscisse OM >= jr 
(Fig. 12) construire man aus den Seiten OM und OAT, indem man ON der 
Flächeneinheit, durch die x und y gemessen werden, gleich macht, ein 
Rechteck OMRN, so enthält dasselbe x Flächeneinheiten. Nun veiiiält sich, 
fährt er fort, wahrscheinlich gestützt auf den aus der früheren Abhandlung : 
„De analysi per aequationes numero terminorum infinitas** mitgetheilten 
Satz, die Fluxion s der Fläche % zih* Flu»on des Rechtecks OMRN^ die 
also durch x ausgedrückt wird , wie die letzte Ordinate MP = y zu MN, 
also , da j|/iY^=- 1 war: i : Jr «= y : 1 

woraus folgt: %z=zyx. 

Nun ist bereits oben angegeben worden, dass die Fluxion x als Einheit, 
als Maass angenommen werden kann; thun wir dies, so wird also: 

Es sei z.B. gegeben die Fluent^gleichung: 

und zugleich sei y die Ordinate der Neil'schen Parabel, es sei also 

y = ^yi — -. Nach der oben aufgestellten Regel ergiebt sich aus der 

Fluenten-, die Fluxions- Gleichung: 

2%z + 2a?yÄ + 2xzy + 2yy + 2y%i — 2xx == 
oder, da nach dem soeben entwickelten Satze z^y ist und x sds Einheit 
genommen wurde: yz+xy^+xzy+yy — yz — asasO. 
Man sieht aus dieser ganzen Ableitung, dass auch Newton der dritten Ya- 
riabelen keine phoronomische Bedeutung unterzulegen yerm^hte, indem er 
ihr einen rein geometrischen Sinn zuschreibt. Ferner aber ist dieses Pro- 
blem von denf vorigen , wo nur zwei Fluenten vorhanden waren , gar nicht 
verselneden; denn es muss ja y als Function von x gegeben sem, und 
wenn diesef Werth in die gegebene Gleiehung mgesetzt wird , bleiben n«r 
2Wei Fluetiten, y und x, Eadlk^ erhält man darüber, wie eine Glei* 
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chung mit mehr als drei Fluenten zu behandeln sei, durchaus keinen Auf- 
schluss*). 

Nachdem Newton so die erste Aufgabe, aus einer gegebenen Pluen- 
tengleichung die Beziehung der Fluxionen aufzulösen, erledigt hat, wendet 
er sich **) zum zweiten Problem , nämlich umgekehrt aus der gegebenen 
Beziehung der Fluxionen die Fluentengleichung wieder herzustellen. Das 
eine Verfahren, durch welches er dies bewerkstelligte, und welches er 
selbst als ein nur particuläres bezeichnet, soll wieder sogleich an einem be- 
stimmten Beispiele gezeigt werden. Es sei gegeben die Gleichung: 

x^x — 2x^x -f Syx + Sxy — jf^^ +y^y = 0. 
Newton schreibt nun folgendes Verfahren vor: Zunächst zerlet^e man die 
Gleichung in zwei Theile, von denen der eine alle mit dem Coefßcienten i, 
der andere alle mit dem Coefßcienten y behafteten Glieder enthält. In un- 
serem Falle also erhält man die beiden Theile: 



*) Dr. Gerhardt spricht ii) seiner „Enldeckung der höheren Analysis. 
1855" pag. 84, geslülzt auf die Aehnlichkeit des von Newloii aufgeslelllen 
Verfahrens mit dem von de Sluze angegehenen, die Vermulhuiig aus , Newton 
habe diese erste Aufgabe zuerst lediglich für Curveo gelöst. Einmal aher ist 
diese üebereinsliramung nicht so bedeutend, indem de Sluze üie Suhtangenle 

sucht, mithin den Werlh y-- (s. Gerhardt's: „Entdeckung der Diflerenzial- 

rechnung durch Leibniz. 1848" pag. 14 u. 15), so dass die Exponentea von 
y bei ihm überall um die Einheit höher sind als bei dem Newton'schen Ver- 
fahren, welches die Tangente des Tangentenwinkels giebt, ein Unterschied, 
der für die damalige Zeil keineswegs so unbedeutend ist, und beide slim- 
aiett nur darin uberein, dass sie den Werth des Differenzialquotienten aus 
der impliciten Gleichung f(x, y) = (s. o.) ableiten. Sodann aber liegt die 
umgekehrte Vermuthung ebenso nahe, dass nämlich Newton seine Me- 
thode ursprunglich nur zur Lösung phoronomischer Aufgaben geschaffen und 
sich derselben dann auch zur Anwendung auf diejenigen geometrischen Pro- 
bleme, die damals eine gewisse Berfihmlheit erlangt halten, zu bedienen ge- 
sucht habe, wodurch Inconvenienzen, wie die oben erwähnten, leicht entslcbea 
konnten. Zudem hat, wie Biitfon in der Preface pag. XV u. XVI zu seiner 
Üebersetzung der „Melhodus fluxionum" erzählt, de Sluze erst am 17. Januar 
1673, mithin als Newton sein Verfahren schon hatte, das seinige dem Secre- 
tair d«r Lemdoner Akademie, Oldenburg, mitgetheilt. 

**) „M^thodos ßittiöBUm/' Pfpbl, II, Mtstiio partwui«i;j. 



- S2 - 

*'i — 2**i + igi und 9xy —y^+y^y. 
Der erste Theil wird nun mit x, der zweite mit y dividirt; ferner werden 
im ersten alle Potenzen von x, im zweiten von y um die Einheit erhöht 
und jedes Glied mit dem zugehörigen Exponenten dividirt. So erhält 

man also : -^r J j:' + ixy und ixy — % + j-' 

Diese so erhaltenen Theile werden mit Beibehaltung der Vorzeichen zu 
einem Aggregate vereinigt, jedoch so, dass., wenn in beiden Theilen ein 
und dasselbe Glied vorkommt, wie in unserem Falle 9xy, dasselbe im Ag- 
gregate nur einmal geschrieben wird. Das Ganze wird dann == gesetzt, 
und bildet die gesuchte Fluentengleichung. Sie lautet mithin in unserem 

Falle: |!_ jjrH3jry-^+^* = 0. 

Man sieht sogleich, dass diesem Verfahren der schon oben erwähnte Satz 

der Differenzialrechnung ebenfalls zu Grunde liegt, der Satz nämlich: 

df(x, y) 
dy ^ dx 

(te"" df(x, y) ' 
dy 

^„ra„« folgt: Äl). rfy+^Afi»), ^,^0. 

dy "^ dy 

Offenbar schliesst nun Newton in ähnlicher Weise, als wenn man aus die- 
ser Gleichung folgern wollte, dass auch: 

dass also das totale Integral die Summe der partieUen sei. Demi in unse* 
rem Beispiele entspricht der Theil jf* — 2a?*+3y dem Ausdrucke \L i 

der Theil 3x — y*+y* dem \ * Indem nun aber bei der partiellen 

Integration des ersten Ausdruckes nach x das in demselben etwa vorkom- 
mende y, bei der Integration des zweiten nach y das in demselben ent- 
haltene s als constant angesehen wird^ so folgt, dass dieser Schluss nur 
dann richtig ist, wenn entweder sich die gegebene Fluxions - oder Differen- 
zialgleichung in zwei solche Theile zerlegen lässt, dass der mit i behaftete 
Theil gar kein y, der mit y behaftete gar kein s enthält, oder aber wenn 
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wenigstens in der gegebenen Gleichung das totale DUferenzial einer Function 
von s und y zugleich sich findet. Letzterer Umstand hat in unserem Bei- 
spiele statt, wo 3yjp + 3a?^ das totale Differenzial von ^sy ist, woraus es 
sich denn* erklärt, warum dieses auf beiden Seiten gefundene Glied nur 
einmal geschrieben werden darf. In allen anderen Fällen aber wird New- 
tons Verfahren etwas Unrichtiges liefern. Wollten wir z. B. dasselbe auf 
die Fluxionsgleichung: 

x^x — ixhfx + xy^ — y 'y = 
anwenden, so würden wir als Fluentengleichung erhalten: 

ein Resultat, von dessen Unrichtigkeit man sich sogleich überzeugt, denn 
nimmt man von dieser Gleichung die Fluxionen , so ergiebt sich : 

4 

^x—x^j + x^x—^x^yi + xy^y—y^ = 0, 

was mit der gegebenen Gleichung nicht identisch ist, wie es bei richtigem 
Verfahren sein müsste; wohingegen nach Newton's Methode aus der Glei- 
chung is^Jp + 3x^x — 3y*i — 6xyy + iy^y = 
sich richtig findet: x*+x^— ^JCy^+y^ = 0, 

weil in ihr die Glieder ix^x-riy^x — Qxyy das totale Differenzial von 
X* — ix^y bilden. 

Es folgt nun eine Stelle, in der Newton sich so unklar ausspricht, 
dass es sehr schwierig ist, ihn zu verstehen. Es ist nämlich aus dem Vo- 
rigen hillreichend ersichtlich, dass das von ihm angegebene Verfahren, aus 
einer Fluentengleichung die der Fluxionen, oder umgekehrt, zu finden, nur 
dann angewendet werden kann, wenn aUe Glieder mit Fluxionen gleicher 
Dimension behaftet sind, wenn also z.B. alle Glieder CoelBcienten haben, 
die nur aus den einfachen Fluxionen x, y bestehen, oder wenn in allen 
die Fluxionen nur in der zweiten Dinfension vorkommen, mithin jedes Glied 
einen der Ausdrücke x\ jcy , y^ zum CoefBcienten hat u. s. w. Newton 
schliesst nun richtig, dass nur in solchen Fluxionsgleichungen die Beziehung 
der Fluenten hergestellt werden könne, die dieser Bedingung genügen. 
Denn, sagt er, kommen Glieder mit Fluxionen von höherer Dimension vor, 
als sich bei den übrigen finden, so sind diese von jenen ganz verschieden, 
und Gleichungen in dieser Form können nicht angewendet werden-, es lasse 
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fticb aber, setzt er hinzu, dieser Uebektand durch einen Kunstgriff besei 
tigen. Es sei z.B. die Gleichung gegeben: jr*i — byjry — c»*a= 0. Von 
ihr sagt nun Newton, sie könne angesehen werden als Ausdruck für das 
Verliältniss der Momente der Fiuenten x und y, denn sowohl* diese (die 
Fluenten) als die Momente seien ja Luiien. Off^bar hält hier Newton, im 
Widerspruche mit dem Früheren, wo er erklärt hat, die Momente seien 
den Fluxionen bloss proportional und also auszudrücken durch jtO, yO, 
hier x, y selbst für die Momente, und confundirt also letztere, die nur 
eine geometrische Bedeutung haben, mit den Fluxionen, die rein phorono- 
mischer Natur sind. Während er nun in der Meinung steht, dass die Be- 
ziehung der Momente durch eine solche Gleichung gegeben sei, kann seiner 
Ansicht nach die Beziehung der Fluxionen aus derselben nicht erkaimt wer- 
den, indem m und p Linien vorstellen, idso Grössen, die mit den Fluxio- 
nen heterogen sind, was wieder im Widerspruche steht mit dem Funda- 
mentalsatze, dass das Verhältniss der Fluxionen dasselbe sei wie das der 
Momente. Um nun aBen Gliederü Fluxionen von gleicher Dimensionr zu 
verschaffen, schreibt Newton vor, man solle die ganze Gieichun^ mit der 
Fluxion z einer dritten Yeränderlichen z multipKciren , dieses z jedoch als 
Einheit annehmen, so dass man jedem Gliede das i in einer beliebigen Po- 
tenz ohne Fehler als Factor beigeben könne. Dies geschieht nun sro, dass 
alle Glieder Fluxionen von gleicher Dimension haben. In unserem Beispiele 
wäre z.B. das erste Glied x^x mit s, das zweite Glied (jfiry, weiches 
schon mit zwei, also der höchsten hier verkommenden ZaU von Fluxionen 
behaftet ist, gar nicht, das dritte Glied ex^ mit i^ zu nmltipilciten , so 
dass also die Gleichung die Form annimmt: afixz — hya^ — cx'js^ssO. 
Es braucht wohl kaum erwähnt zn werden, dass hier jeder Sinn, und ein 
solcher muss doch einer jeden Operation untergelegt werden, aulh&rt, ins- 
besondere wenn man sich daran erinnert, dass Newton, der sich hier über 
die Bedeutung der dritten Fluente z gar meht ausspricht, vorher £e Fläche 
eittep Curve unter derselben verstanden wissen wollte; uiid ebenso unklar 
ifit die Annahme der dritten Fluxion i als Einheit., was natuirgemäss be- 
reits von der Fluxion x vorausgesetzt worden ist. Das Anffdlendste aber 
ist jedenfalls die eben erwähnte Yermengung der „Fhcdonen'' nnd ^Mo^ 
mente'S die sich auf keine Weise rechtfertigen lässt. 

Offenbar gendgte die oben ndtgetheilte Methode Nevnoil's , die er ja 
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auch hur aÜelfl als eine „Solütio particularis " bezeichnet, aus einer gege- 
benen Fluticftlsgleichuug die der Fluenten abzuleiten, ihm selbst nicht, und 
er löst desshalb dasselbe Problem noch auf eine andere, zwar weniger di- 
refcte^ aber allgemeinere Weise*). £r schreibt hier zunächst vor, man 

solle jeder ölcichung die Form geben, dass auf einer Seite des Gleichuiigs- 

• 

Zeichens der Bruch ^, auf der anderen das übrige Aggregat steht; den 

Zähler y dieses Bruches nennt er: „Relata*^ (scH. qnantHaft), weil y dds 
Symbol des Raumes ist, den Nenner x „Gorreläta". Ferner unterschei- 
det er drei Classen von Fluxionsgleichungen , nämlich a) solche, die zwei 
Fluxlonen und eine Fluente, b) solche, die zwei Flüeriten mit zwei Flüxid- 
nen, c) solchfe, die drei oder mehr Fluiionen enthalten. Das Futidameö- 
talprhftip, dessen er sich nun zu der allgemeinen Lösung bedient, ist die 
Entwtekeluög in utiendKche Reihen. 

Unter dem Falle a), der sonst durchaus keine Schwierigkeiten hat 
ist nur eine Aufgabe**), die besonderes Interesse darbietet, nämlich die 

Lösung der Fluxionsgleichung : ?-=: — ; 

zuerst folget rinn Newton hieraus: 

a 

y = ö- = ^' 

wahrscheinUch im HinbUck auf seine oben erwähnte erste Abhandlung; „De 
analysi per aequationes etc.", wo er sich überzeugt hat, dass der geome- 
trische Sinn dieser Aufgabe kein anderer ist , als die gleichsieitige Hyperbel 
zu quadriren. Die Fläche derselben ist aber unendlich, mithin lag sein 
Schluss sehMiahe. Derselbe scheint ihin jedoch nicht hinlänglich sicher. 
Denn er löst dieselbe Aufgabe sofort auch auf eine andere Weise. Wird 
nämhch statt x auf der rechten Seite eine neue Yariabele eingeführt, indem 

man s ^b-^n s^tzf» so lässt sich der Bruch • — > in eine unendfiche 

6 + Ä 

Reihe verwaiidelii, die daniif leicht zu behandeln ist. Newton giebi jedoch 
die Summe der Axrtch Ableitung der FtaenteÄ aus dieser Reihe hervorge- 
gangenen Mcht an. Sie i^ bekamntlich a. l{b+z), wenn { den natürlichen 



♦) „ Methodus fluxtonum *«. ttöll II. ' 
**) Ebendaselbst: Casus I. 

8* 



- 36 - 

Logarithmen bedeutet. Erst aus einer späteren Stelle*) geht hervor, dass 
er den Zusammenhang der erhaltenen Reihe mit den Logarithmen wohl 
kannte. 

Der Fall b;**) umfasst die Mehrzald der hierher gehörigen Aufgaben. 
Ihre Auflösung geschieht nach Necvt on*s Darstellung folgendermaassen. Es 
sei z.B. gegeben die Gleichung: 

2x + 3xi — 2yr+x^x + x^yx — y = 0. 
Zunächst wird dieselbe auf die Form gebracht: 

X 

und Newton sucht nun die gesuchte Fluente y in Form einer unendlichen 
Reihe darzustellen. Zu dem Zwecke schreibt er vor, alle Glieder der 
rechten Seite, die y nicht enthalten, in horizontaler, die mit y behafteten 
aber in verticaler Richtung hinzuschreiben, so dass also die rechte Seite 

die Form annimmt: 

2 + 3a?+a?2 



_2y 

Nun werde das erste Glied 2 der horizontalen Reihe mit s multiplicirt, so 
dass 2.r entsteht. Dies ist das erste Glied der den gesuchten Werth von 
y enthaltenden unendlichen Reihe. Darauf werde in den vertikalen Gliedern 
— 2y+xhf dieser bisher gefundene Werth 2x von y für y eingesetzt und 
die entstandenen Glieder den mit gleichen Exponenten versehenen der ho- 
riKontalen Reihe untergeschrieben, so dass afso folgendes Schema entsteht: 

2 + ix+x^ 



-2y 

+xhf 



— 4jf 

+2a?» 



bisheriger Werth von also : y: y = 2x. 
Jetzt werden die Glieder der so entstandenen drei Horizontalreihen (deren 
erste 2+3a?+a?^, die zweite — 4jr, die dritte +2x^ ist), welche x ent- 
halten, addirt; es sollen also +ix und — ix addirt werden, woraus sich 
ergiebt — x. Wird dies mit s multiplicirt, so dass — x^ entsteht und 



*) „Methodus fluxionum''. ProbL IX. L — LXIL 
**) „Methodus flttxiouum*^ Probl. II. Casus II« 
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dies mit seinem Exponenten 2 dividirt, so bildet der so erhaltene Werüi — -^ 

das zweite GKed der y darstellenden Reihe , so dass wir also haben : 

y=:x — — . Dieser Werth — •-- wird nun wieder in der Vertikalreihe 

— 2jf+s^ySnr y eingesetzt, und die erhaltenen Werthe der zweiten und 
dritten Horizontalreihe angefügt, so dass das Schema entsteht: 

. . — ix + x^ 



-2y 



X* 






jp2 

bisheriger Werth von y: y = 2s — -^. 

Jetzt werden die Glieder der Horizontah-eihen , die x^ enthalten, addirt, 
wodurch x^ + x^=:2x^ entsteht, dies wird mit j? multiplicirt, so dass 
2x* herauskommt und dann durch den Exponenten 3 dividirt; der so er- 
haltene Werth ja?* bildet das dritte Glied der Reihe für y , derselbe wird 
wieder in die Vertikalreihen eingesetzt u. s. w., so dass das Schema her- 



vorgeht : 




2+3a?+a7* 



4x+x^ — ^x^—^x^+^x^ 



und es wird: y = 2a? — ^x^+^x^+^x* — ix^+ 

Wir fragen wieder nach dem Beweise dieses von Newton ohne alle weitere 
Begründung angegebenen rein mechanischen Verfahrens, bei dessen Anblick 
man sich unwillkürlich an Fourier s Methode der Division erinnert, bei der 
ebenfalls das Resultat durch Fortsetzung der Rechnung immer corrigirt 
und der Wahrheit näher gebracht wird. Man sieht nun bald, dass der 
hier beschriebene Mechanismus auf der s. g. Methode der unbestimmten 
CoefGcienten beruhe. Da nämlich y in einer nach Potenzen von .r fort- 
schreitenden unendUchen Reihe ausgedrückt werden soll, muss dieselbe die 

Gestalt haben : y = ^o + ^i ^ + i2*^'*+^3^^ + • . • » t) 

worin die Coefficienten A^^ , Ai u. s. w. zu bestimmen sind. Aus dieser 

Gleichung folgt nun sogleich: 

K = i| +2i,+3/l,»»+4i4»» + . ... tt) 
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In der gegeben^^ Aufgabe aber list bereits der Werth yon 4- (|6gebeD', in 
upserem Falle war z. B. : 

J^ = 3+3ap— 2y+xV ttt> 

X 

Wird nun der angenommene Werth von y aus f) in der letzten Gleichung 

für jf eingesetzt, so erhält man: 

• 

■^ = 2(1— io) + (3-2/li)a? + (l + ilp-2il2)j?*+(ii — 2i3)a:H... *) 

X 

Werden die Coefficienten der Potenzen von x in dieser Reibe mil den Coef- 
ficienten der gleichen Potenzen in der Gleichung ff) verglichen, so erge- 
ben sich hieraus Gleichungen, durch die sich die unbekannten Goefficienten 
i^ , il| , ^2 u* s- ^' bestimmen. Wir erhalten also in unserem Beispiele : 

A^ = 2{l — A^y, 2^2 = 3— 3^i; 34» = 1 + 4^— 2^2; 4^4 - A,^2A^[ 

5^5 = i, — 2^4; 

Es leuchtet ein, dass bei diesem VerOabren ein oder mehrere Coefficienten 
unbestimmt bleiben können, wie z. B. hier A^. Es kann mitliiu ^e\ß Werth, 
wenn keine weitere Bestimmung über ihn getroffen ist, indem er etwa 
einer vorgeschriebenen Bedingung genügen soll, willkürlich angenommen 
werden. Nehmen wir nun il« = 0, so bestimmen sich aUe übrigen Coef- 
ficienten und man erhält: 

Aq — 0; Ai = 2; ^2 = — i; ^ = 1; A==l; ^5=— i» 

kurz, wir erhalten dieselben Coeßicienten von x wieder, wie sie Newton 
durch seinen Mechanismus findet, und eine genauere Betrachtung desselben 
zei^, dass er in der That die Coefiicienten nach demselben Bildungsgesetze 
entstehen lässt, wie es sich nach der Methode der unbestimmten Coefficien- 
ten herausgestellt hat. Da nun aber einer oder mehrere derfiiolben will- 
kürlich bleiben können, so folgt, dass dieselbe Aufgabe auf verschiedene 
Weise gelöst werden kann. Nehmen wir z.B. 4«=:!, so erhalten wir: 

io= l'i ^1 = Oi ^1 = 1» ^ = — 1; ^4 = — t; A^^^\\ — 

und für y also die Reihe: 

Dieser Umstand, dass es verschiedene Lösungen derselben Aufgabe gebe, 
entging auch Newton nicht und er maclit ausdrückUch auf denselben auf- 
merksam. Kommft auf der rechten Seite der gegebenen Fluxionsgleichung 
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ff im Nenner Yor, wie z.B. in der Gleichung: 

l.«2 + 3a; — — +a?*+~, 
X 9 y 

so substituirt er für y ein Binom, z.B. 1+«, lentwickelt den Bruch ■ v ' ;" ' 

in eine Reihe und wendet dann dasselbe Verfahren an. Die Mangelhaftig* 
keit desselben, die es mit der Methode der unbestimmten Coefficienten 
theilt, dass nämlich das allgemeine 'Bildungsgesetz der Coefficienten nicht 
ersichtlich sei , sowie besonders , dass man über die Con - oder Divergenz 
der Reihen im Ungewissen bleibe, wird Niemand Newton zum Vorwurfe 
machen wollen, der weiss, dass erst ein Jahrhundert später der Begriff der 
Begriff der Con- und Divergenz zur Klarheit gelangte und dass der Streit 
aber die Nothwendigkeit der Untersuchung derselben sich fast bis in die 
Gegenwart gezogen hat. 

Hierauf geht Newton zu dem unter c) erwähnten Falle*), namliek 
ziu* Lösung einer Fluxionsgleichung über, in der drei oder mehrere Fluxio- 
nen enthalten sind. Man muss jedoch zugeben, dass er in der Behandlung 
dieses allerdings schwierigen Problems, welches kein anderes ist, als das 
der partiellen Differenzialgleichnngen, nicht glücklich war. Er hilft sich 
nämlich damit, dass er eine zweite Gleichung zwischen zweien der Varia- 
beten nach Willkür annunmt und mit ihrer Hülfe die Aufgabe löst. Es sei 
z.B. das Beispiel gegeben: 2i — Ä+ya? = 0; 
so nimmt er die Gleichung: 

y = ^x oder y* = * 

zu Hülfe, aus der folgt: x = 2yy. 

Wird dieser Werth in die gegebene Gleichung eingesetzt, so kommt herauf: 

4yy—z+y^y^0. 
Diese Gleichung liefert als Beziehung zwischen den Fluenten: 

2y^+i9^==z 
oder , da y* == x war: 2x+^xy = ». 

Dass dieses Resultat ein unrichtiges ist, davon überzeugt man sich leicht 
durch die Probe. Es lässt sich übrigens gerade dieses Beispiel leicht lö- 
sen. Schreibt man nämlich die gegebene Fluxious^eichung in der Form: 



*) „Metbodus fluxjonum*^ Probl. II. Gmus IU, 



— 40 — 

X. -.- ^ -: 2 

oder, mit Anwendung der jetzt üblichen Bezeichnungsweisc der Differcnzial- 

rechnimg : x-r- = i 2, 

dx dx 

so sieht man leicht, dass wenn i und B Constante sind, diese Gkichung er- 
füllt wird durch die Functionen: 

2m+l 



Es genügen mithin auch die Functionen: 

oder, indem wir für ii, ij u. s. w. irgend eine Function von m, q>itn), 
multiplicirt mit dm setzen, und alle Glieder summiren, d.h. nach m in- 
teeriren: 



= /g)(m)' 



« = / q>(m)^lx^'^^ . dm+2a;+». 

Ebenso würde man, um die Gleichung 

ayi — bxz+cxy = 
zu lösen, nach Newton's Vorschrift z.B. y^a;*, mithin * y = 3jr*a; setzen 
müssen, wodurch man erhielte: 

9ax^xz — bxz + 3cjr*i* = 

oder : 3as^ —b + icx^^- = 0, 

« 

z Sex* 

folgfich: ^ = ___. 

Dies gäbe, in eine Reihe umgewandelt: 

z 3c , . 9ac . . 21ah ^ , 81a*c . , 

folglich: Ä = yjr^( 1 +1-^«* + V"- p- ^ + - • • ) 

ein Werth, der der gegebenen Eluxionsgleichung nicht genügt. Schreiben 
wir dieselbe aber in der Form: 
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a ,-T = 6 . ■: c, 

so sieht man leicht, dass sie erfüllt ist durch den Werth: 

wenn C eine Constante ist, sie ist aber auch erfüllt durch die Gleichung: 

wenn a und ß ebenfalls arbiträre Constante bezeichnen, woraus sich wie- 
der die allgemeinste Wurzel findet, indem man ß='Xpia),da setzt, wo 
%p{a) irgend eine Function von a bedeutet, und nach a integrirt, so dass 
die Gleichung 

die Auflösung enthält, die freilich nur in einzelnen Fällen, wie die hier be- 
handelte Aufgabe, gefunden werden kann. 

Es ist schon aus dem bisher Gesagten ersichtlich, dass Newton's Me- 
thode, auf die Lösung einiger phoronomischer Aufgaben berechnet, in 
der That überall, wo sie den Boden der reinen Bewegungslehre verlässt, 
und den der reinen Analysis betritt, sich iu Unklai'heiten verwickelt. Es 
dürfte sich dies aber nirgends in die Augen fallender zeigen, als darin, 
dass Newton ausser Stande war, einige der Fundamentalsätze der Differen- 
zialrechnung mit hinreichender DeutUchkeit zu beweisen. Dahin rechnen 
wir insbesondere den Beweis*) für die Fluxion eines Productes und einer 
Potenz. Es heisst nämlich an genannter Stelle : Man denke sich ein Recht- 
eck, dessen Seiten A und B seien, dessen Inhalt also AB ist. Die Mo- 
mente dieser Seiten mögen bezüglich a und h heissen. Werden nun die 
Seiten A und B um die Hälften (!) der Momente vermindert und vermehrt, 
so entstehen zwei Rechtecke, deren Fläche bezüglich: 

{A — {a){B—{h) = AB — {Ah—{Ba + \ah 
und (i + {a)(ß + {h) = iÄ + ^Ah + \Ba^\ab 

ist. Wird nun die erste dieser Gleichungen von der zweiten abgezogen, 
wodurch wir offenbar die Flächendiffereuz des Rechtecks aus den Sei- 



^) „^Pr^neip. pfail.' natur. Bdilio prima pag.2Öl. 
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tcn A+\a, B+\b und des anderen aus den Seiten i— |«, B — |ft 
und des anderen aus den Seiten A — |a, B — \h erhalten, also die 
Flächenzunahme, die letzteres erleidet, wenn seine Seiten um ein gan- 
zes Moment wachsen, oder mit anderen Worten das Moment der Fläche, 
so erhält man: Ab+Ba. Wie hier mit Hülfe eines Parallelogramms die 
Flu^on eines Products aus zwei Veränderlichen gefunden wurde, so lässt 
sich auch mit Hülfe eines Parallelepipedons, dessen dritte Seite C ist, de- 
ren Moment c heissen mag, das Moment eines Productes ABC aus drei 
Fluenten auffinden. Man erhält dann auf demselben Wege wie bisher 
durch Ab- und Zunehmeniassen um ein halbes hicrement als Moment: 
^J?6+iC6-f ßCfl, Nehmen wir nun n Veränderliche und alle einander 
gleich, setzen wir also As:^B= C ^s . . ., so erhellt, dass auch ihre Mo- 
mente a = ( = c = . . . gleich sein müssen, und dass wir au£ diese Weise 
das Moment von A* erhalten. Dies wird also sißin: nA*"^ . a. Es ist klar 
dass der Nerv dieses Beweises, das Ab- und Zunehmenlassen um halbe 
Incremente, eine Operation ist, mit der ein Sinn nicht verbunden werden 
kann. Uebrigens erhält man, wenn man die Fluenten, z.B. A und B erst 
z. B. um ein Drittel eines Increments ab - , dann aber um zwei Drittel zu- 
nehmen lässt, was ja auch eine Veränderung um ein ganzes Moment ist, 
als Moment des Productes AB nicht Ab-^-Ba, sondern Ab + Ba+ {ab, und 
obiges Resultat Ab+Ba erscheint eben nur bei einem Vor- und Rück- 
wärtsschreiten um ein halbes Moment. Man möchte daher fast die Ver- 
mutbung aussprechen, Newton habe den inzwischen von Leibniz mit Hülfe 
seiner Differenzialrechnung gefundenen Satz: dxy =ydx+xdg auch nach 
seiner Methode wohl oder übel zu beweisen gesucht, obschon derselbe, wie 
sich aus dem Vorigen bereits ergeben haben wird, für seine Theorie nicht 
so wichtig ist, als für die Leibnizische. Dass aber auf das Unzulängliche 
seiner Beweismethode erst achtundvierzig Jahre später von einem anonymen 
Autor*) aufmerksam gemacht wurde, ist sehr auffallend und scheuit Biot's 
von Guhrauer^) mitgetheilte Meinung, dass Leibniz, der doch sonst ge- 



*) Die Sclirift desselben fuhrt den Titel: „The analyst, or a discourse 
addressed lo an iniidel mathematican. By the author of the minute philo- 
sopher*«. London, 1734. (S. $. 19). 

**) „ Gottfried Wilhelm Freiherr v. Leihniz. Eine Biographie von 6. E. 
Guhrauer". Breslau, 1S46. Theit I. pag. 297. 
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wis^ dief^n FeUai henrorgeboben btUe, die Priiic» pbil nat „nicht gele* 
sen oder hoebteas nur darin gebljittart bpbe'* zu be»Uitigen. E» versteht 
sich Tpn selbst 9 da^s der aus dem Verfabren bei mem Producte von zwei 
FlueBtßn digeleitete Beweis für die Beßliinmung des Moments einer Potena 
ebenso innbaltbar is(. Derselbe eqtbebrl; übrigens auch noeb überdies der 
geometrischen, von Rechteqk upd Paralielepipedon herg^iomtnenen An* 
scbpuli^bkeit, wenn der Exponent gr<)S^^r als 3 ist, Ueberhaupt scheint 
bei j^^wton äb^r dem ^oweis^, dass diß FluxiQn von 4^" gleich nx^~'^i sei, 
ein böses Vefhangniss gewaltet ^u haben* Denn indem er in einer 1704 
verfasstep Abhandlung *") den genannten Sati:, vielleicht weil ihm die in den 
Pnnc. phil. uat. gegebene Begründung nicht genügte, mit Hülfe des Bino- 
mialtbeorems z\k beweisen suchte, lasst er die Fluente o; um euuehmen 
und entvrickeH {'P + Vy nach dem binomischen Satze in eine Reihe, so 
dass man erhält: 

1 1 « A 

H tl(fi 1 

Indem er nun das Glied —»»-^ für die erste, da$ Glied \—^ .jr""-'.0* 

für die zweite FJuxion u. s. w. erklärt, begeht er einen Fehler, da in dem 
Ausdrucke für die erste , zweite u. s. w. Fluxion von x* die Nenner 1 . 2, 

1 .2.3, u. s. w. nicht vorhanden sind, denn es ist ja bekanntlich -;— r = 

n{n—l)s^-^ und nicht *i^i)^«-i, "^^^ n(n— l)(n— 2)a;»-», nicht 

n(n— l)(n — 2) „ 

z — ^—T a?"""' u. s. w. Auch wurde Newton , wie schon Horsley in 

einer Anmerkung zu dieser Stelle erzahlt , von Anderen (nämlich von Ni- 
colaus Bernoulh) auf diesen Felder aufinerksam gemacht, wesshalb er spä- 
ter dnrch die Einsphiebung des Wörtchens „ut" in den Lateinischen Text 
sich Öahin verbesserte, dass er sagte, die genannten Glieder verhielten 
sich wie die Fluxionen zweiter, dritter u. s. w. Ordnung**). Es scheint 



*).„Traetatuj« de quadraüira ourvarum". Sühobum. Qiese Abfaanillung 
^richien ^vgleich »^it seiner Oplik und der „Cnumeralio (inearum terlii ort 
dinis«. (S.o.) 

**) Vergl. Gerhardt: „Die Entdeckung der höheren Analysis*'. 1855, 
pag. 89. 
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aber nicht bemerkt worden zu sein, dass auch dann noch tan Fdüer, we- 
nigstens eine Unldarheit in der Rechnung übrig geblieben ist Offenbar 
««mlich will er an dieser Stelle das s um ein Moment zunehmen lassen. 
Dies wird aber nicht durch 0, sondern wenn i die Fluxion bezeichnet, 
durch iO ausgedrückt; es ist also überall iO für zu setzen, und die 
erste, zweite, dritte Fluxion von af sind bezüglich «a;»->x, n(M— l)x»-«.ir, 
»(n— l)(n— 2)x»-^»ar. Den letzten der eben erwähnten beiden Fehler be- 
geht übrigens Newton auch schon an einer Stelle der Principia«) , wo er 
sich, wenn auch nur an einem Beispiele, über die geometrische Bedeutung 
der successiven GUeder einer Binomiahreihe ausspricht: Es sei nämUch 
(Fig. 13) ein Kreis mit dem Halbmesser r gegeben, dessen Centrum als 
Coordinatenan&ngspunkt betrachtet werde . Dan n ist die der Abscisse 
OM^x zugehörige Ordinate MP^ti = Vr'^^iT mithin, wenn MM* = 
ein Moment (nach Newton's Ausdr uck) der Absc isse ist, die der Abscisse- 
OW, zugehörige Ordinate M'F = ^r*— («+0;» oder: 

MP = ^r» — ««— 2x0— 0* 
oder, da r* — «* = y* ist : 

Wird nun der binomische Satz angewandt, so erhält man: 

M'P' = V— — — — _ — ^ f?! _?!2.* _ 

y 2y 2y» 2y» 2y^ •• 

Da nun «» = r*— »», so können wir diesen Werth für x* einsetzen, dann 
ergiebt sich: 

^ y 2y 2y^'^2y V~ ~2? 2?~""' 

oder: M'F ^ y-'l-'-^' -;^- 

^ y 23,2 2y» • • 

Auch hier müsste offenbar überall iO an der Stelle von stehen, da das 
Moment durch iO bezeichnet wird. Was nun die geometrische Bedeutung 
der einzelnen Glieder betrifft, so legt Newton, da das erste Ghed y die 
Ordinate MP darstellt, auch den dbrigen, ohne sich jedoch weiter auf eine 
Begründung einzulassen, einen geometrisch«! Sinn unter und spricht sich 
dahin aus, das erste nach y folgende Glied bedeute die Linie RQ, durch 

*) „Princ. pJiil. nat." Lib. II. Secl. IL Propos. X. Probl. III. 
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die die Tangente in P bestimmt werde, das zweite bedeute P'Ä, die 
zwischen Curve und Tangente gelegen die Krümmung bestimme, das dritte 
bedeute die Variation der Krümmung^ das vierte die Variation der Varia- 
tion u, s. w. — Wenn sich nun schon Newton an den erwähnten drei 
Orten (der erste war die oben erwähnte Stelle, wo er einer Fluxionsglei- 
chung Fiuxionen von derselben Dimension zu verschaffen sucht) eine Un- 
klarheit in Bezug auf den Begriff der „Momente*' offenbar zu Schulden 
kommen lässt, so ist doch die Art und Weise, wie sie sich von den Fiu- 
xionen unterscheiden in der „Methodus fluxionum'' zu. klar und deutlich 
angegeben, als dass man diesen drei Stellen eine Bedeutung beilegen könnte. 
Man wird sie vielmehr nur für Versehen zu halten haben, wie sie einem 
Jeden begegnen. Daher kann es nicht gebilligt werden, wenn sich-Mon- 
tucla dahin ausspricht, Newton habe unter „Fluxion^* zweierlei verstan- 
den, einmal die Geschwindigkeit*;, sodann wie die Incremente (accroisse- 
mens)**) und habe für sie bald die Bezeichnung jc, bald xO (wabrschein- 



*) Montucla: Histoire des math^matiques. Tome II. pag. 373. 

**) Ebendaselbst pag. 372 sagt Montucla: „M. Newton concoit encore res 
fluiions d'une autre mani^re, savoir comme les derni^res raisons des aecroisse- 
meos simultanes de deux grandeurs qui dependent Tune de Tdutre.... Pour 
trouver donc celte raison supposons Tabscisse egale ä x et fordonnee repr^- 

sent^e par une fonclion de Xf comme a;". Que raceroissement de x so'ii de- 

• • • 

sign6 par Xy tandisque o; deviendra x^xa^ deviendra (ap-f-ac)** ou a:"+na*"~*. 

• n(n — 1) „ • «1 , f , • - 4 

x+ ' — - — ar *.x^+... Les accroissemens sont donc comme x et wa;"~*. 

x-\ r «*""'. 05+. . , ou comme 1 et iia;"~*H — ^— - — a^~'^.x etc. Donc 

ä l'instant oü x deviendra z^ro, cette raison sera celle de 1 li na^"^, ou 
enfin celle de x ^ na^'^^x, qui. est la m^me. Ainsi la fluiion ou iaccrois- 
sement ^vanescent de x^ sera 2xx, celui de x^, 3x^x etc. comme 11 est 
ais^ de le conclure du raisonnement ci-dessus. On voit encore par lä d'uoe 
autre mani^re que jsi dessus ce que sont les fluxions de fluxions, ou les ac- 
croissemens d'accroii^emens. . . ** Während also Montucla Anfangs richtig sagt, 
die fluxions sont comme les dernieres raisons des accroissemens, behandelt 
er sie zuletzt („les fluxions de fluxions ou les accroissemens d'accroisse* 
mens*') als identische Dinge. Ebenso unbegreiflich ist es, was er mit den 
Worten „Donc h Tinstant oü x serfi z^ro*^ meiiüt, da ja die Fluxion x nie 
s= gesetzt wird« Vielmdkr nimmt sie Newton stets zar Einheit, zum Maasse« 
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lieh ist ffO zu Terstehen) angewendet. Es ist wahr, dads Newton bcS dei- 
Anwendung seiner Flutionsmethode auf Geometrie hi der „MeChodüs flu- 
xipnum " öfter 2. B. die Abscisse x nm x statt um x9 wachsen lässt, ^tc. ; 
allein hier, wo er sich kurz vorher über „Fluxioneft" und „MöiöeiitiJ" 
so deutlich ausgesprochen hat, darf man es gewiss nicht anders erklaren, 
als dadurch, dass er dies that, um nicht immerwährend dasselbe sagen 
tVL mfissen, denn in jedem Beispiele müssen doch zuletzt die Flüiioü^ti an 
die Stelle d^r Mc^lente gesetzt werden. Diesen stereotypen Gedat&engahg 
zu Vermeiden setzt Newton gleich die Floxionen statt der Momente, Aber- 
zeugt, dass Jeder, der das Vorausgegangene gelesen, sich leicht darein fin- 
den werde. Auffallender sind allerdings die oben angeführten drei St^ett, 
bei denen er dies wohl nicht so unmittelbar voraussetzen konnte. 

Gehen wir nun zu der Anwendung ober, die Newton von seirier' Me- 
thode zur Lösung geönletrische^ Aufgaben machte. Die einfachste Anv^en- 
dung Hess unstreitig das TtfiigeMenprobletn*) tu. Denti lassen Wtf die 
Coordinaten x mid y einer Curve um Incremente zunehmen, so eiiiellt, 
dass die trigonometrische Tangente des Tangentenwinkelft erhÜUtt wird, 
indem wir in dem aus di^en Incrementen gebildeten Quotienten dieselben 
verschwinden , d. h. in Momente übergehen lassen , oder da das Verhält- 
niss der Momente dasselbe ist, wie das der Fluxionen, indem wir aus der 
gegebenen Curvengleichung das Verhältniss der Fluxionen suchen. Aus 
dem Vorigen ist nun klar, dass Newton dies nur bei algebraischen Cur- 
ven zu finden im Stande war, da seine Methodef, die Flnxionen zu finden, 
sich nur auf algebraische Functionen beschränkte. Er stellte daher noch 
eine Reihe anderer Methoden auf, z. B. mit Hülfe der Fläche der Cufve, 
oder mit Hülfe eines gegebenen Kreises u. s. w. die Aufgabe zu lösen. 
Allein diese sind sämmtlich in einzelnen Fällen aüwendbar und tragen das 
Gepräge des Künstlichen an * sich. Auch in Beziehung auf das AufBnden 
der Mäxima und Minima, eine Aufgabe, die er merkwürdiger V^feiSe noch 
vor der Tangentenmethode abhandelte**), war ^ wenigstens nicht glück- 
Kcher als Fermat***), indem er wohl durch üebfergeheö von der gegebenen 



*) ,yMetbodus fltniotknm '^ Frobl.' (V. 
**) Ebendaselbst. Probl. llf. 

) Fermat's Melb^e findet tick dargcstelft In €ierhärdt*6 „ fintdeckmrg 
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Function zu ihrer Fluxion und durch Setzen derselben gleich Null, den 
Werth ermittelte, für den ein Zeichen Wechsel stattfindet, aber nicht zu be- 
stimmen im Stande war, ob dies ein Maximum oder Minimum sei. Be- 
merkenswerth ist, dass Newton auch die Flexionspunkte der Curven, wo 
dieselben also aus Convexität in Coiioavität oder umgekehrt übergehen, zu 
bestimmen suchte, eine Untersuchung, die er jedoch nur für die Conchoide 
des Nikodemus anstellte*). Diese Curve entsteht bekanntlich, indem eine 
gerade Linie QP (Fig. 14) von der Länge a mit dem einen Ende Q auf 
einer anderen Geraden OS hingleitet und zwar so, dass sie stets nach 
einem gegebenen Punkte R , dem s. g. Pole , der unter oder über OS ge- 
legen seift kann, gerichtet ist. Die Lbiie, die dann der andere Endpunkt 
P der gleitenden Geraden QP beschreibt, heisst die Conchoide. Liegt der 
Pol Jl (Fig. 14') unter 05, so^ hat dieseHie keiAeit Rucbk^spnnkt, liegt 
er aber über OS (Fig. l^% so kann die Curve eine Schleife bilden. Wir 
betrachten hier den ersten Fall. Nelfmen wir die OS zur Abscissenachse, 
und eine vom Pole Jl aof sie gerichtete Gerade ali& Ordinatenacfase, so» ha- 
ben wir, tvenn wir OR durch i, QP durch a, die Abscisse OM durch jr, 
die Ordinate MP durch y bezeffcfanen, um die) Gleichung unserer Curve 211 
finden, die Proportion : h : äß — MQ = jßi MQ 
oder: * +3r '. y « ^ *. MQi 

folglich : MQ t=± Y±r. 

Ntui ist aber aiicfe: MQ = ^Qf^—MP^y 

d.h. Jlirö==>/d*— j*. 

Wir haben also die gesuchte Gleichung: 

ödfer : (6 +y)V(r^ — y^— sy — ff. 

Nun bestimmt Nevcton die Strbtangente MS aus der Proportion : 

y:MS:=zy:jr, _____ 
wobei natfiriich durch Substitution die Wurzel ^a'^—y^ in der gegebene^ 



der Differenzialrechnung durch Leibniz^^ 184S« pag. tl und lÜ und in des« 
selben: „Entdeckung der höheren Analysis*'. 1856. pag. 41 und 42. 
*) „Methodus fluxionum^'. Probl. IV. 
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Curvengfeichung weggescbafft wird. Wird nümlich ^a* — f* = « gesetzt, so 
ergiebt sich: 

z 
oder _^5 = _, ^ i±yy + j., 

wobei das — Zeichen links, da es nur die Lage andeutet und es sich hier 
nur um die absolute Länge handelt, unberücksichtigt gelassen wird. Dann 
ergiebt sich: 

Nun folgert Newton, dass der Inflexionspunkt sich da befinde, wo OS ein 
Minimum sei. Wir haben also dem Vorigen zufolge nur die Fluxion von OS 
zu nehmen und diese ss zu setzen. So gelangen wir zu der Gleichung : 

Es bestimmt sich also der Inflexionspunkt aus der Bedingung: 

oder : y » + 36y* — 2a»6 = «. 

Es braucht nicht hinzugefügt zu werden, dass die Meinung nicht richtig 
ist, die Krümmung ändere sich, wenn die Abscisse plus oder minus der 
Subtangente ein Minimum ist; vielmehr wird der Inflexionspunkt gefunden, 
indem der zweite Diflerenzialquotient an dieser Stelle =0 oder OO sein 
muss. In dem von Newton gewählten Beispiele aber ergiebt sich zufälli- 
ger Weise durch sein Verfahren das Richtige, indem der zweite DiflTe- 
renzialquotient der. Conchoide lautet : 

Indem wir diesen Werth = setzen, erhalten wir Newton's Bedingungs- 
gleichung wieder. Wie erwähnt, ist dies jedoch nur Zufall. — Dagegen 
war er der erste, der eine richtige Formel für den Krümmungshalbmesser 
aufstellte*). Es sei nämlich AD (Fig. 15) eine Curve, TD die Tangente 
an dieselbe und d liege in der Verlängerung der Tangente. Der fragliche 
Krümmungshalbmesser, der also senkrecht zu TD steht, sei DC. Nun 



*) ,, Methodas fluxionum ''. Probl. V. 
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werde, wenn AB, BD die rechtwinkeMgeH €oordiriaten jt, jf des Curven- 
punkts D sind, DG parallel der X-Achse gezogen und das Rechteck 
DECG constrairt; von dem dem Curvenpunkie unendlich nahen Punkte 
d der Tangente werde nun dC gezogen und de J. DF gemacht. Auf CG 
werde ein Stück Cg = l angenommen und von g eine zur X-Achse paral- 

• 

lele Gerade g3 gezogen, die die dC in f schneidet; gd heisse z. Nun ist 

offenbar De ilas Moment von x, also = xO, de das Moment von y, also 

*=^0> ^f <J** Moment ton «, und daher =zQ, Ferner haben, wir die 

Proportion: CG:Cg = DF:df 

d. h.: CG:l = DF:zO 

DF 
also itt: Ctf«.^ 

zQ 
Nun aber ist : DF = De + eF = iO + cf 

oder, da der Winkel FdD als ein Rechter angesehen werden kann, da i 
unendlich nahe bei D, Cd unendUch nahe bei CD liegt, und Winkel CDt 

ein rechter ist, I>f=tiO+ f^ = iO + »^2 = «fO.tÜ? 

*^^ XX 



folf^ch wird 



ctf«il±i 



2 

Jrz 



Weiter aber verhalt sich: 

GD:gd-CG:Cg, 

d.h. GD:z^ ^ t.^' :1 

OßZ 

und es ist daher: GZ> = — y.^.^^ 



» • 



Vermöge der Werthe von CG und GD ergiebt sich nun der Krümmungs- 
halbm^sser: C2>=^ ^ .t ^ ^1 + »' 

Es verhält sich aber auch jd : Cg = de: De 
d. b.: «: lä=5y:,r 



y 
es ist also « « -^ 

X 



Wird dieser Werth für is in die Gleiebong für den Krümmungshalbmesse 

eingesetzt, so nimmt sie die Gestalt an: 

1 

W$iii$nbQrn, Prtnc, 4. Mft. Anol. ^ 
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Gewöhnlich wird uun i = 1 gesetzt, und dann wird noch einfacher : 

z 
Man sieht, wie Newton hier durch Substitution von z für r^ oder also, 

X 

wenn o? = 1 ist, für y die zweite Fluxion von y umgeht, und wie dieselbe 
in Folge dessen etwas Unbestimmtes und Unanschauhches bildet. Hat man 
nun den Krümmungshalbmesser gefunden, so ist es nicht schwer, die Glei- 
chung der Evolute abzuleiten. Diess ist nämlich diejenige Curve, die die 
Eigenschaft hat, dass ein um sie geschlungener unausdehnbarer Faden, 
wenn er von ihr abgewickelt wird, mit seinem einen Endpunkte die eine 
Curve, die in Beziehung zur Evolute den Namen Evolvente fahrt, beschreibt. 
Es sei also OpP (Fig. 16) eine Curve und Cjp'P eine zweite und zwar die 
Evolute der erstem, so ist es offenbar möglich, dass der um die CJp'F 
geschlungene Faden, noch bevor er abgewickelt wird, schon um ein Stück 
CO über C hinausragt. Ferner wird, indem nun die Evolute abgewickelt 
wird, so dass z.B. der ausgespannte Faden in die Lagen pp', PF kommt, 
derselbe die Evolute in den Punkten p*, P* berühren , also ihre Tangente 
sein, und offenbar ist jedes Stück pp^ PP des Fadens der Krümmungs- 
halbmesser der Evolvente OpP in den Punkten p und P, und endlich 
die Länge pp\ PP* stets gleich der des zugehörigen Evolutenbogens Cp\ 
CFy von dem der Faden abgewickelt ward, plus dem constant hinzukom- 
menden Stuck COj welches Qq heisse. Nennen wir nun die Coordinaten der 
gegebenen Evolvente, vom Punkte aus gerechnet, OM, MP bezuglich 
a?, «, die Coordinaten CM'^ M'P der Evolute, die Abscisse vom Punkte C 

aus gerechnet , ^, rj, so ergiebt sich leicht aus s, y die Gleichung der 

• 

. Evolute. Wir erhalten nämUeh, wie man sich leicht überzeugt, wenn-^ 



wieder mit z bezeichnet und a? = l angenonmien wird: 

| = jr+ — =^'y— Po 



X 
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z 
Indem also für jede Curve leicht die Evolute gefunden Zierden kann, so 
kann man mit HüJfe einer jeden eine zweite Curve finden , die durch Auf- 
suchung des Krümmungshalbmessers der ersten reclificirt wird. Dies war 
das Mitte], durch welches Newton das Problem der Rectification zu lösen 
suchte*). Da man nun dem zufolge jede zu rectificirende. Linie als Evolute 
einer andern ansehn muss, so kommt die Aufgabe darauf hinaus, aus der 
Evolute die Evolvente abzuleiten, ein Problem, welches weit schwieriger ist 
als das umgekehrte. Es blieb daher Newton nichts ührig, als von allen 
ihm bekannten Curven die Evoluten s^u suchen; diese stellten dann die 
rectificabeln Linien vor, deren Länge durch den Krümmungshalbmesser der 
erstem gegeben wav. Bei den meisten andern Linien war für Newton die 
Lösung der Aufgabe unmöglich. Dies ist also ein Umstand, durch den 
seine Fluxionsrechnung gegen Leibnizens DifTerenzialmethode auf das Ent- 
schiedenste in den Schatten tritt, indem letztere frei von dieser Beschrän-' 
kung ist und jede Aufgabe, wenigslens bis zu jedem Grade der Genauigkeit 
lösen kann. — Ebenso unzureichend war das, was Newton über die Qua- 
dratur der Curven aufstellte**). Es ist schon oben, bei einer andern 
Gelegenheit, erwähnt worden, dass er, wenn die Fläche einer Curve durch 
z bezeichnet , unter der Abscissenacbse eine Linie ON (Fig. 12) gleich der 
Einheit angenommen und die Ordinate il/P, sowie MR zu gleicher Zeit 
fortbewegt werden, urtheilte, die Geschwindigkeit, mit der sich die Fläche 
QOMP=z vergrössere, verhalte sich zur Geschwindigkeit, mit der sich das 
Rechteck NOMR vergrössere, dessen Inhalt wegen ON = MR = 1 durch s 
ausgedrückt wird, wie MPzu MR, d. h. wie y:]. Es gilt also die Proportion: 

zOixO^yil 

oder : ä : » = jf : 1 

und es ist daher . z s^yx 

oder, wenn wir a; = 1 setzen : i = y. 

Um also z zu erhalten, muss man von dieser Fluxionsgleichung zur Fluen- 



*) „Methodus fluxionum.'' Probl.X. 
**j Ebenda. Probl. Vll IX. ' 



tengleichung übergehen. Es ist aber bereits oben gezeigt worden, wie 
wenig ausreichend Newton*s Methode, dies zu bewerkstelligen, war, und 
wenn irgend, so zeigt sich gerade hier der grosse Vortheil, den die Düfe- 
renzial - und Integralrechnung gewährt, auf das Allerentschiedenste. Schon 
das ist von grosser Wichtigkeit, dass Newton den Uebergang von der 
Fiuxionsgleichung s = y zur Fluentengieichuug , die also 2 = jr gehei^sen 
hätte, nirgends andeutet, indem er sich dieses Zeichens, sowie des für die 
Fluxionen höUereiF Ordnungen erst in dem „Tractätus de quadratum cur- 
varum*' bediente, während, die Integralrechnung schon frühe den allge- 
meinen Ausdruck fiur eine Fläche, fffdx hinstellte. Was nun Newton's 



ß 



Verfahren in Bezug auf das Ausrechnen der Fläche selbsi^t betrifil, so ist aus 
dem Früheren klar, dass er dies nur in den einfachsten Fällen direkt aus- 
zuführen vermochte. In allen etwas zusammengesetzten musste er entwe- 
der zur Entwickelung in Reihen seine Zuflucht nehmen oder ein anderes, 
gleich näher zu beschreibendes Verfahren anwenden. Es sei z. ß. gesacht 

die Fläche % der Curve, deren Gleichung ist: y = y— — ;. Dies muss 
]!|i[^]^ton in ^mt Reihe auflösen; und zwar kann dies, |i.a ^^9^^ . .^ 

auch schreiben lässt — , auf doppelte Weise geschehen. Es ist also : 

entweder ä = if == t-^ — r =» 1 ~^^ 4- »^ — jr* + . , . 

1 1 1.1 1 , 

oder « = *=m^=F»-5? + p-p + --- 

folglich wird durch Uebergang zu den fluepten: 

% = {x — \x^ + If * — \s'^ + 

oder: ^ = — ( ^^ ^^^'^^a + i-^— •••• ) 

und hiermit ist für Newton die Aufgabe gelöst. Es ist schon oben bemerkt 
worden, dass er dieCon- oder Divergenz der von ihm angewandten Reihen 
nicht berücksichtigte, ebenso wenig kannte er die Summe %^^ Arctang.x 

oder « = — irc^anjf. — der hier angewandten Reihen. Wohl a|)^r ge« 
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brauchte er die Quadratur diir gleichseitigen Hyperbel zur Berechnung der 
natürlichen oder hyperbolischen, und mithin auch der künstlichen Loga- 
rithmen. Weit mehr Gewicht legt Newton auf die andere Methode der 
Quadratui**). Dieselbe ist folgende: Es sei eineCurve mit den Coordinaten 
•^9 y gegeben, deren Fläche F vom Anfangspunkte bis zur Abscisse x be- 
kannt sei; wir suchen nun die Gleichung einer zweiten Curve von der Be- 
sehaffenheit, dass die Fläche f derselben bis zu einer Abscisse ^^ die z. B. 
die Hälfte, ein Drittel u. s. w., kurz eine willkürlich anzunehmende Function 
von s ist, auf eine gewisse, ebenfalls willkürlich zu bestimmende Weise 
von der ersten Fläche F abhängt, also eine Function derselben ist. Da- 
durch wird umgekehrt die Fläche f der zweiten Curve, deren Coordinaten 
I, r^ heissen, durch die bekannte Fläche F der ersten Curve mit den Coor- 
dinaten x^ y bestimmt. Es ist also ganz dasselbe Verfahren, was er auch 
bei der Rektification einschlug. Als bekannte Curve , von der er ausging, 
nahm er die Kegelschnitte, und suchte al^o die Quadratur anderer Curveh 
auf die derselben zurückzuführen, oder vielmehr aus den Gleichungen der 
Kegelschnitte die anderer Curven abzuleiten, deren Fläche zu der der Ke- 
gelschnitte in einem bestimnlten Verhältnisse steht. Es sei also z. B. be- 
kannt die Fläche F des Kegelschnitts, dessen Gleichung 

y — y\äx+ßx^ 
ist. Es wird nun eine solche Gleichung zwischen ^ und rj, also eine solche 
Curve gesucht, dass ihre Fläche / von o bis ^ sich aus der Flaclie F ab- 
leiten lasse durch die Gleichung 

Soll diese Bedipgung erfüllt sein, so muss offenbar die Fluxion von /, die 
mithin 17I ist, gleich sein der Fluxion der rechten Seite der letzen Glei- 
chung. Es muss also die Gleichung bestehen, 

i;|=2a?y + 2yi — iyi = 2a?y — yi 

indem ja die Fluxion von F =i j/x ist. Wird nun aus der gegebenen 
GurVtogleichuh^ der We'ilh von y berechne, und in die letzte Gleichimg 
eingesetzt, so lautet dieselbe: 



*) Ausser in der „lletbodas fiuxionüni*' Prob!. I^. L — LXIt findet siöi 
£esefb6 aticli im „Tractatüir^de quadMurjii curvarum'* itTOt' bebandelt. 
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oder: ^1 = ^ — x 

Nehmen wir nun an, zwischen den beiden Abscissen x und |, die natür- 
lieh von demselben Coordinatenanfangspunkte aus gerechnet werden, bestehe 
z. B. folgende Beziehung, es sei 

1 

so wird: ♦i = —r -f 

^+1 



und y = Jas + äjt* =r -i / -^ + J^ 

Setzen wir diese Werthe für x und y in die letzte Flui^ionsgleichung 

yS = ^ ein, so lautet sie: 

y 

ßy 



y = — 



^3^+1,/-!- + 






oder v = ^^ 

Diess ist also die Gleichung derjenigen Curve, die bis zur Abscisse 
^ = - - eine Fläche y == 2jr^ — 3f hat, wenn F die Fläche des Kegel- 

Schnitts y = V«-^ + ß^^ t)is zur Abscisse aj ist. Nehmen wir z. B. 
(f ae 2r, /? = 1 , y « — 1 , so bedeutet die Gleichung y = Vö^-fj^r*, 
die dann übergeht in y = ^a? (2r — a?) 

einen Kreis mit dem Halbmesser r, die Gleichung der andern Curve aber 

geht dann über in ij = . -- 

V2r — I . . 

oder, wenn wir ly «= — rf setzen, und dann wieder ij statt tj* schreiben, in 

d.h. die andere Curve ist dann eine Cissoide (yergl. $.1.), deren Erzeu- 
gungskreis dcar durch die erste Curve bestimmte ist Indem ferner für 



— 55 — 

y = — 1 die Gleichung ^ = = -— r übergebt in f =: jt, so sehen wir 

XTx — 

ialso: die Cissoide ist diejenige Curve, die die Eigenschaft hat^ dass ein 
Flächenstück OMP (Fig. 17) bis zur Abscisse OM gleich ist dem zweifachen 
Rechteck OMNR aus den Coordinateu des Erzeugungskreises (es ist näm- 
lich OMNR nichts anderes, als der geometrische Ausdruck für 2xy) für 
dieselbe Abscisse, weniger der dreifachen sectorarligen Flache OMNO (die- 
selbe ist hämUch = 3 F). Auf diese Weise ist also die Quadratur der Cis- 
soide auf die des Kreises zurückgeführt. Newton wusste nun das Problem ' 
der Quadratur nicht anders zu lösen , als indem er ein Yerzeichniss aller 
Curven entwarf, die sich mit Hülfe der Kegelschnitte quadriren Hessen 
(„Catalogus curvarum ad conicas sectiones relatarüm" bei Horsley). Es 
leuchtet ein, dass dieses indirecte Verfahren, indem man immer eine Curve 
mit Herbeiziehung einer anderen quadrirt, hinter der directen Integralrech- 
nung zurücksteht. Wir können das Kapitel von der Quadratur nicht ver- 
lassen, ohne noch auf etwas aufmerksam zu machen. Indem Newton sagt, 
die Linie MP (Fig. 12) stelle die Fluxion der Fläche z dar, meint er offen- 
bar damit den numerischen Werth dieser Ordinate. Denn er drückt sich 
wohl nicht ohne Absicht so aus : *) Fluxiones per ordinatas illas (nämlich 
MP und MR) exponi possunt, propterea quod ordinatae illae sunt ut arearum 
augmenta nascentia.'* Er sagt also nicht, dass die letzten Ordinaten MP, 
MR die Fluxionen der Flächen seien, sondern nur, dass sie sich verhalten 
wie die Fluxionen. Es ist daher eine Bemerkung Raphson's **) nicht rich- 
tig, der sich dahin ausspricht : Es sei ein Unterschied zu machen zwischen 
der algebraischen und geometrischen Fluxion einer Fluente. Wenn z. B 
gegeben seiy* = 3flaj*, wo y die Fläche einer Curve bedeute, so erhalte 

man durch Uebergang zur Fluxion: 2gy=^6axx oder ^ = 3a — jt, und 

y • 

wenn man jr=l setze, müsse man schreiben, mcht «=!3a — , son- 

~i_ - ' - 

*) ,,Tractatus de quadralura curvarum/' IntroducUo. 

**) Von Rapbson's Werke: „The hislory oi Fluxions, by the late Mr. 
Joseph RaphsoD, A. M. and R. S.'* London 1715 war mir nur eine Lateinische 
Uebersetzung von demselben JaKre zugänglich. Die angezogene Stelle findet 
sich daselbst in Cap. VI. 
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der» y = 3»--^ . 1 ; denn die Fluxion derFlSche sei das Retihteck aus der letz- 

y 

ten Ordinate und der der Einheit gleich genommenen Fluxioi^ k der Äbsdsse, 
ein. Umstand, der bei Newton's Schreibweise nicht sichtbar sei. Indessen 
diesem kam es, wie erwähnt, nur auf die Zahlenwerthe an>, der bei den 
Linien ifP und MK derselbe ist^ wie bei den Rechtecken, die dieselben als 
Grundlinie und zur gemeinsamen Hölie x (eigentlich musste Raphson auch 
sagen: xO) haben. Auch Montucla*) sucht zu beweisen, dass wenn AfH' 
(Fig. 18) =1 sei, das Rechteck MM'QP die Fluxion (dass er Fluxion mit 
Moment vermengt, ist schon oben erwähnt worden) der Flache OMPA sei. 
Der Beweis, den er hie£ur giebt, ist folgender: Die genannte Fläche fluire 
mit beschleunigter Geschwindigkeit; dann sei offenbar das Dreieck PQP' 
durch die ReschleunigungheiTorgebracht, worden, um also die Geschwindig- 
keit oder Fluxion zu erhaltet!, müsse man es von der Flächenzunahme 
MM'P*P abziehen, so bleibe übrig das Rechteck MM'QC^ als mit. der wahren 
Geschwindigkeit beschrieben. Es fallt sogleich in die Augen,, dass dieser 
Beweis das zu Beweisende als bereits bekannt voraussetzt, denn dass das 
Dreieck PQP' durch die Beschleunigung, hervojgebracht wird, kann nur 
dann behauptet werden, wenn man bereits weiss, dass die gleichförmige 
Geschwindigkeit das Rechteck MM'QP hervorgebracht habe. Am deut- 
lichsten aber geht die Richtigkeit der Behauptung,, Newton habe bloss auf 
die Zahlen Rücksicht genommen, aus der. Art hervor, wie er die höheren 
Fluxioneq einer Fläche construirt.**) Nänüich so, dass von einer Fläche 
OJUPi. (Fig. 19) die Fluxion gesucht, diese als Curve OPj construirt, und 
von der Fläche derselben wieder die Fluxion gesucht werde u. s. w. 
Man sieht, dass dies eine rein formelle Auflassung ist^ und es 
ist nicht einzusehen, wie Montucla hierin einen Vortheil der Fluxions- 
Toc der Diffi^enzialivehnuiig sehaix^ kann, die ja; mifidejstens' ^enso 
gut von deh höheren Differenzialen Rechenschaft giebt, als die Fluxions- 
methode. 



♦) Monlucla: „Hisloire des Malhemaliques.;* Tome II. pag. 370.. 
**) ,JraaMa8 de <piadratara carvaram.'^ Pjropimiio IX,« TheoreHu.Vni 



und GoroUarium. 
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Niachdem so' die Grundzüge von Ne\vfon''s Verfahren erläutert sind; 
wefches „Muxionsrechnung" in einem engeren Sinne, als derselbe hier 
gcbrafocht worden ist, genannt wird, mag, da eine Kritik bereits an den ein- 
zteltott Stellen gegeben ist, nur noch eine Femerküng Platz finden. Man 
hat ÖÖer die Pluxionsmertiode der jetzt vielfach gebräuchlichen Grenzmefhode 
naüe- gesteRt, und dies grossentheils mit gutem Rechte, indem Newton 
sfe*s anf diis Verhällniss der Fluxionen y und x kommt. Auf diese Weise 
ümgehH er die Schwrerlgkeit,- die den damaligen Mhthematikern ein unflber- 
windliches Hinderniss sthien, nämlich das Rechnen mit unendlich kleinen 
Grössen' oder NiiU: Denn so lange die Incremente endlich sind und eine 
angebfiere' Grösse besitzen , hat ihre* Anwendung im Calcui kein Bedenken, 
Newton iässt sie auch bis zu Null abrechnen, und nennt sie dann Momente 
oder auch*) „incrementa moinentanea" oder „momenta nascentia sive eva- 
nescentia;" er hütet sich aber wohl, mit diesen zu rechnen, sondern lässt 
im Zustande des YersdiwindeBS die' Fluxionen, eodlicbe und' bestimmte 
Grössen, gewissermassen als Reserve an die Stelle der zum weiteren 
Dienste untauglich gewordenen Momente einrucken, auf diese Weise das 
Rechnen mit unendlich kleinen Grössen, welche Null sein und doch noch 
einen von Null verschiedenen Werth besitzen sollen, auf das GlückUchste 
vermeidend; und wenn er sagt:**) „Volui ostendere, quod in methodo 
fluxionum non opus sit figiu'as infinite parvas in Geometriam introducere" 
und ebendaselbst: „Quantitates mathematicas noif ut ex partibus quam 
minimis constantes, sed ut motu continuo descriptas hie desidero,^* so muss 
man unbedingt zugeben, dass er nicht mehr verspricht als er in der That 
gehalten hat. Unstreitig wurde der grosse Vortheil, den seine Methode 
durch die Vermeidung des zu Widersprüchen fuhrenden Begrifl*s des Un- 
endlichkleinen, wodurch zugleich der unnatürlichen Auffassung der Curven 
als Polygone vorgebeugt wurde, über die Differenzialmethode, wie sie lange 
Zeit hindurch dargestellt ward, gewonnen hartte, — unstreitig würde- 
dieser grosse Vortheil ihr schon frühe den Vorrang vor der Leibnizischen 



. *) ,yPHire; phü. nat/' Libjt. Se^t. Ili Len)<n»'H> pag. 251 der ersten 
Aufgabe- und „Tractälus dt qnadraitura curvärum.*' Prop. I. Pf>obli 1. De^ 
moosii^atioi 

^) „Tractattts de quadratura curvarum/' Introüaclio«- 
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Theorie verschafft haben, wenn ihn nicht Newton dadurch erkauft hatte, 
dass er die Rechnung aus dem Gebiete der Geometrie weg in das der 
Phoronomie hinüberspielte. Dazu kam aber noch als zweites sehr wichtiges 
Moment, dass die Fluxionsrechnung Newton*s eines hinlängUch passenden 
und ausgebildeten Algorithmus entbehrte, was sich besonders beim lieber- 
gehen von den Fluxionen zu den Fluenten als ein Nachtheil sehr bemerk- 
lieh macht. Denn es war ja hauptsächlich die Aufljndung eines solchen 
Algorithmus, um die sich damals Alles dreh^. So kann es denn nicht 
wunderbar sein, wenn die Leibnizische Diflerenzialrechnung, welche alle 
Forderungen, die in dieser Beziehung gestellt werden können, auf das Voll- 
kommenste befriedigt, der Fluxionsrechnung trotz ihrer sichereren Begrün- 
düng sehr bald den Rang ablief. 

Die Fluxionsmethode unter Maclaurin. 

Da, wie im vorigen J. gezeigt worden ist, Eim'ges in Newton's Ver- 
fahren nicht hinreichend klar und deutlich war, so konnte es nicht fehlen, 
dass dasselbe mannigfache Angriffe zu erleiden hatte. Gegen dieselben*) 
trat Maclaurin auf**), um einerseits alle Zweifel, die noch in der Fluxions- 
rechnung übrig seien, zu zerstreuen, andererseits die Leibnizische Differenzial- 
meihode anzugreifen, per letzteren machte er zwei Dinge zum Vorwurfe, 
einmal nämlich*, dass das. Unendlicbkleine fär den menschlichen Verstand 
unfassbar, sodann, dass Leibuiz selbst den Begriff des Unendlichkleinen 
für eine blosse „Fiction" erklärt habe. Was das Letztere bedeuten soll, 
wird in dem Abschnitte über die Diflerenzialmethode behandelt werden. 
Hier- wenden wir uns zur Art und Weise, wie Maclaurin die Fluxions- 
methode begründete. Dies ist nun folgende: 

Er suchte alle Sätze nach der synthetischen Methode der Alten zu 
beweisen, um den höchsten Grad von Genauigkeit und Schärfe zu erreichen. 



*) Insbesondere soll die schon oben erwähnte anonyme Schrift: „The 
analyst etc.*' Ursache zur Verfassung von Maclaurin's Werk gewesen sein. 

**) Von diesem W^rke: „Treatise of * Fluxions'* by Colin Maclaurin. 
Edinburgh 1742, war mir eine zu Paris 1746 erschienene Französische (Jeher* 
Setzung zugänglich. 
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Zürich aber auch die Grundbegriffe, über die sich Newton theils sehr 
kurz, theils gar nicht ausgesprochen hatte, zu erläutern, lieber dieselben 
erklärt er sich nun dahin: Obschon der Raum, dem er eine objective 
ReaUtät zuzuschreiben scheint, als unendlich gedacht werden muss, so 
kann man sich doch einen Tfacäl desselben, den ein bewegter Körper durch- 
läuft, als veränderUch denken; dasselbe gilt von der Zeit. Hierauf geht 
Maclaurin zur Erklärung von „Gesjjhwindigkeit'^ über, die zu geben Newton 
gänzlich verabsäumt hatte. Er schliesst sich dabei an Barrow (s. $. 2) au 
und spricht sich dahin aus: Geschwindigkeit sei eine gewisse Kraft, die 
bewirke, dass ein Körper in einer gewissen Zeit einen gewissen Raum durch- 
laufe; es komme übrigens, fügt er hinzu, auf diese Definition' nichts an, 
wem sie nicht gut zu sein scheine, der könne auch die Geschwindigkeit 
auf andere Weise erklären ; immer aber müsse eine gleichförmige Geschwin- 
digkeit durch den in einer gewissen Zeit durchlaufenen Raum gemessen 
werden, eine veränderliche durch den Raum, der zurückgelegt würde, wenn 
die beschleunigende Krallt in einem Momente aufhörte. Mit Hülfe dieses 

ff 

Axioms beweist Maclaurin nun viele rein phoronomische Sätze, wie erwähnt, 
streng nach der Methode der Alten. Einer der wichtigsten ist folgender: 
Man nehme an , zwei Körper A und B bewegten sich in gerader Linie, 
und zwar so, dass die Bewegung des B gleichförmig, die des A veränder- 
Uch sei. Wenn (Fig. 20) il in C stehe, befinde sich B m J> und ihre Ge- 
schwindigkeiten seien dargestellt, die constante des B durch D6, die des i 
im Punkte C durch C£f; femer sei bekannt, dass in derselben Zeit, in der 
A den Raum CE durchlaufe, B die Strecke J>¥ zurücklege ; endlich sei Cq 
von einer solchen Länge« dass die Proportion gilt: 

DF:C£==DG:Cg. 
Bewiesen werden sqU, dass die Linie gH, wenn man DF und CE vermin- 
dert, kleiner werde als irgend eine Grösse. Zu dem Zwecke werde ein 
Stück BI beliebig gross angenommen, und gezeigt, dass gll kleiner werde 
als dieses ganz behebige HL Nun erhellt, dass der Körper i, wenn er 
nach E gekommen ist, eine andere Geschwindigkeit hat, als in C, bei einer 
beschleunigten Bewegung eiae grössere, bei einer retardirten eine kleinere, 
zugleich aber, dass, je kleiner CE ist, die Differenz der Geschwindigkeiten 
in C und £ um so geringer wird. Es sei also CE so gross, dass sich 
diese Differenz zur constanten Geschwindigkeit des Körpers £. verhält yfi^ 
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Bl:Dff, Bezeiehneii wir nun die «eschwind^eit äe^ K/^rpiSP» B niYt if, 
4ie d«d Körpers A im Pankte C rmt r^, im PutaMe J} mit v, , so Terifilt 
sieb naeh der ¥oraU8setzung: 

riir^ CBiDG tf > 

and verfinege der über CE gemaehteit Annahme: 

rz—Viiv^BIiDß. 
Aus diesen beiden Proportionen folgt njHi : 

^2— j>i:yi = tf/:(7Ä 
oder: vj : y^ = Bf+€H : CK 

odtei»': y,:(7/=r>, :(?ff. /?) 

Verbinden \rir diese Proportionen mit der obigen er), i^ ei^iidhi-sich: 

^2 : CT = y : l>ö. y) 

Nehmen wü* nuii an , die Bewegung des Körpers A sei beschleunigt', so 
leuchtet ein, dass das Verliältiiiss ÖEiDF d.h. des iü einer Zeit, wah- 
rend welcher eine Beschleunigung stättgetiabf, von A zurückgelegten Hau- 
mes zu dem in derselben Zeit von B gleichhiässig durchlaufenen Räume 
grösser sein müsse, als das Verhältniss CHiüG, d.h. als der Raum, den 
A in der Zeit 1' zurücklegen würde, wenn die in C statthabende Geschwin- 
digkeit unverändert bUebe, zu der constanteu SchiieUigkeil D\j. Es ist 
also: CE:Bf'>CH:Dti. 

Nach der Voraussetzung aber verhält sich : 

CE:DF= CgiDG, 
mithin ist auch : Cg:bG>CH: DG, 

also: Cg>Cn. g) 

Ebenso aber ist klar, däss das Verhältniss Cff: JPF kleiner werden' müsse, 
als das Verhältniss der Geschwindigkeit, die der mit Beschleunigung von 
C nach A sich bewegende Körper i' am Ende i erlafagt llati zu DG. Aus 
ß) aber folgt, dass, wenn die GescHwindigteit in C\ vi gleich (?i5tist\ die 
Geschwindigkeit in E\ v^ gleich Cl sei; \Vif haben afeo die zweite Ün- 

ffleichung : 

CB:DF<GP:M, 

ffir die wir, wcU CE : ]^F==i 6g .M 

war, auch sehrejben können:. 

€g '.BG'K Cl : DG! 

Es' ist ab«: Ü^'<CL ä)> 
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CI>Cg; Cg>CH, 
foIgUch ist auch : Cf~CB>lCf— CH, 

iplgüch: ^Ä<fl/. 

Da nun BI beliebig angenommen :war i^nd so klßin gemacht werd^ kaum, 
als man will, so ist der Satz bewies.e.n, da^s gU kleiner als jede auch noch 
so kleine Zahl wird. Da dies ^er nun so ist, können wjtr $tfit der Pro- 
portion : DFiCS^ D6: Cg, 
worin Cg == CH+gH ist, da gH Terschw^indeAd klein wird, schreiben: 

J)F:CE^Dfi:CH. 
pi^sa Reziehung wir4 offenbar geUen , weno HlfsQ, 9ho auch CS^ 
ist. Wir k^o^en ^q Beigen • Für ej^ versdiwin(}en4 kleines Intervall kann 
die beschleunigte Geschwindigkeit als gleichipro^ig a^geseb^^ werden. 

Mit Hülfe dieses Fundainent^theoreiiis stellt nun Maclaurin verschie- 
dene geometrische Sätze auf. So ergießt $ich hieraus folgender: Wenn 
in f^em iPj^irfJBelograipme , während die eine Säte an Grössjß unyeFündart 
|>)^ibjt, die anderß pnjLwi&46i^ gleicbföripig oder ^lit ungjteiphföriniger Ge- 
sch^li^iui^gkeit il^?e Qrös^e än(jtert (flujt), so geschieht diese Veränderung 
(^u^o) im di|?epten Verbaitniss der bßweglichen Seite. Maclaurin nin^mt 
^e^Yfßgßt^ d9^ P^ralljelo^amm lufß tfaasse fär alle A,enderungen , die 
an Flächen vorgehen. Aus diesem Satze folgt unipittelbar, dass, wenn 
eine Seite eines Dreiecks mit gleicl^- (pfler mit ungleich) förmiger Ge- 
schwindigkeit fluirt , d|e Fläche desselben nicht gleichmässig ab - oder «u-r 
nimmt. Nun ergiebt sich auch der Beweis eines anderen, sehr wichtigen 
Satzes, päml|eh dieses: Wei^n die Fläche eines Dreiecks die 2eit, in der 
die Linie OM (Fig. 21) von M bis Mi wächst, hindurch gleichmässig 
lyofihsß, ^o ^rdj9 sie uni ein FaraUelogranuu MPTMt zunehmen, welßhea 
gleich j^l di^ Inprement ABDC dßs als Maass augenommenen Parallelo-* 
ff^nm^ d. t|, ^e^jjenigjBi) fteohf^cks, ^Iches durch gleichmässiges Fluiren in 
4er3#en Zßit di^ Flache (^lUtBA erlangt hat, in der das Dreieck durch 
bei^p)ileiuiigt^s fluiren zur Flache OMP gelangt ist. Denn nehmen wir an, 
^ I^f chtfififllt ^PTÜfi sei. Vmm aA» 4B0C, sp nebme mm auf tfP, weh-' 
dem JUfa es i^fithlgjepfpm verljjiigptt l^at, eii^ I4nge JIS^ »q aa, «UuiO 
MSt^ißt r= 4Bf(^ mA-, Die Um iStTi wird itun die Dreicksseite to Mi 
8t^e|^. 1^ »e^f j§^ Mt^ HUP. In dewlbea Mi, ia der «ob 
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OM bis Q| geändert hat, habe sich nun (7|i bis zu J^i geändert; da nun 
sowohl OM als Cj A gleichmässig fluiren, haben wir die beiden Proportionen : 

MSJ^Mi : MS^RiOi ^ MM^ : QMi 
und ABDC: ABF^Bi — ^C: AE^. 

Der Voraussetzung nach aber verhält sich: 

AC : AEi =^ MMrMOi 
und nach der Annahme ist : ABDC = MSi T^M^, 

Daraus folgt: MSJ^M^ : MS^B^Qi = USJiMi : ABF^Bi, 
also: A/5iÄ,ft « ABF^Bi. 

Da aber die Dreiecksfläche von der Zeit an , wo die Ordinate in MP stand, 
beschleunigt gewachsen ist, so ist das Trapez MPB^Qi grösser als ABF^B^^ 
welches durch gleichförniiges Wachsthum des Rechtecks CiB^BA entstan- 
den ist. Es wfkrde sich also ergeben: 

ABFiE^<:MPBiOi 
und also auch: MSiRiOi < MPR^Qi, 

was unmöglich ist. £s kann also ABDC nicht grösser sein als MPTMi. 
Ebenso kann man zeigen, dass ABDC auch nicht kleiner sein kann als 
MPT Mi, Denn wenn MS^ auf MP so angenommen, dass MS^T^M^-rs^ 
ABDC und das Rechteck MS^B^Q^ construirt wird, so würde, wenn in 
derselben Zeit, in der OM rückwärts um MQ^ flnirt, AB rückwärts um 
AE^ sich ändert, die Proportion gelten: 

MS2T2M2 : MS2B2O2 = MBh : MQ2 
und ABDC : ABF2E2 = ilC, : iÄj, 

folglich würde sein: ABF2E2 = MS2B2O2' 

Weil nun aber das Trapez Q.^R^PM kleiner ist als das Rediteck F2B2BA, 
so müsste also auch Q2B2PM kleiner als MS2B2Q2 ^^^^y ^^^ ^^^^ nicht 
möglich ist. Mithin muss MPTMi = ABDC sein. Auf dieselbe Weise nun 
zeigt Mauclaurin, dass, wenn die Geschwindigkeit einer €urve von einem 
bestimmten Punkte an gleichförmig wäre, das Increment der Fläche em 
Rechteck sei, dessen eine Seite die letzte begrenzende Ordinate, dessen 
andere das Increment der Abscisse ist, welches als Einheit angenommen 
werden kann. Femer sprach Mauclaurin folgendes Theorem aus: Es sei 
eine nrit z. R. beschleunigter Geschwindigkeit fluirende Curve gegeben und 
ST (Fig. 22) sei die Tangente in eiflem ihrier- Punkte P, so ist 07 die 
Fiusion der Ordinate. Dem wäre z.R 7} (^dieselbe, 90 ziehe man F7|. 
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Dieae wird die Curve in einem zweiten Punkte Ri treffen, so dass Q^Bi 
ein Increment der Ordinate MP wäre, welches mit gleichmäs^iger Ge- 
sphwindigkeit in derselben Zeit entstände, in der die Abscisse durch die 
Strecke MN^ fluirt. Aber QfRi ist ein Increment der mit beschleunigter 
Geschwindigkeit fluirenden Ordinate; es ist also die Annahme, dass QTi, 
welches ^grösser als- QT ist, die Fluxion sei falsch. Aus ganz ähnlichen 
Gründen kann es auch keine Strecke Q2\ sein, die kleiner ist als QT; 
mithin ist QT selbst die Fluxion. — Auf ganz dieselbe Weise behandelt 
Maclaurin die übrigen Probleme der FluKionsrechnuag , z. B. die Auffin- 
dung der Maxima und Minima, des Krümmungshalbmessers, der Asympto- 
ten u. s.w., und es kann nicht geleugnet werden, dass er keine Mühe 
scheute, um die Beweise so scharf als möglich zu führen. Gleichwohl be- 
geht er den Fehler, Fluxionen und Momente zu vermengen. Hierin aber 
liegt ein bedeutenderer Unterschied von Newton, als man auf den ersten 
Anblick glaubt. Er setzt z. B. die Fluxion i der Abscisse = 1 , ebenso 
wie auch Newton x als Einheit annahm. Aber letzterem war jr = 1 die 
unconstruirbare Zeitzunahme = 1 ; die Zunahme der Abscissenliuie bezeich- 
nete er (Newton) durch jtQ und dies ist ihm eine quantitas oder incre- 
mentum evanescens oder nascens, d.h. ein momentum, welches er nicht 
== 1 setzen konnte, denn es ist unendlich klein. Für Maclaurin hingegen, 
der X als Zunahme der Abscisse ansieht , wird es möglich , auch für die 
Momente, oder, wie er es nennt, Fluxionen der Fläche, Ordinale u. s. w. 
Figuren nachzuweisen, die den gegebenen Fluenten homogen sind. Der 
Widerspruch aber, wie ein solches Moment Null und doch construirbar 
sein könne, bleibt ungelöst. Indem aber Maclaurin so die phoronomische 
Bedeutung der Fluxionen gänzlich in den Hintergrund stellt und verdrängt, 
tritt er unvermerkt aus dem Gebiete der Fluxions- auf das der Differen- 
zialmethode, die er gerade in seinem Werke zu bekämpfen gedachte. — 
Bevor wir jedoch die Anwendung, die Maclaurin von der Fluxionsrecbnung 
auf Geometrie machte, verlassen, muss noch erwähnt werden, dass er 
auch einen Versuch machte, die geometrische Bedeutung der successiven 
Fluxionen an räumUchen Gebilden nachzuweisen. Es sei z.B. eine Pyra- 
mide OABC (Fig. 23) gegeben, so wird nach Maclaurin ihre erste Fluxion 
dargestellt durch das Prisma ABCDBF^ ebenso wie die eines ebenen Drei- 
ecks durch ein. Rechteck dargestellt wird, dessen eine Seite die letzte 
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4nate ißU Nun kmn |das ParaUelogramn GDFH ds 4ie fMom 4t& Orc4- 
«cks /)£f , weon seine Seite ED in der RiiAtung von B nacb 4F flalft, 
^gesehen werden. Es ist also 4m durdi die Rechtecke C0fV fffid DGSF 
heaimmie Parallele|Mpedofi BCDFUGIK die Fhixion des Prismas ABCDSF, 
oder, da dieses die erste Fluxion der gegebenen Pyramide w«r, die cweke 
Flu^j^n derselben. Abo ist das Prisma BCDFHG die HSlfte der zweiten 
Fbixion äßr gegebenen Pyramide OABC. Die Fhixion dieses PrisnMi's 
BCDFHG ist nun das Prisma BFHLMN. Der dritte Theil desselben ist 
die Pyramide BFHL Dieselbe ist also der dritte Theil der Hälfte der swei- 
tep Fiuxion der gegebenen Pyramide oder der sechste Theil derselben 
u. s. w. *). Dies ist das Widitigste, was in Bezug auf die Anwendong, die 
Macji4urin voo der FluKionsmethode auf Geometrie machte. Er sett^st dlier 
giebt zu, dass das bisher Gesagte bei Functionen, die entweder, weil sie 
mehr als drei Veränderliche enthalten, oder aus sonstige» Gründen nicht 
construirt werden können, unanwendbar sei, indem dann der bisher festge- 
stellte Begriff der Fluxion oder Geschwindigkeit verloren gehe. 

Er stellt a]so für diese Fälle eine andere Definition von „Fluxion" 
auf, nämlich folgende: Fluxion sei das Verhältniss der Incremente zweier 
Veränderlichen, deren eine auf irgend eine Weise von der anderen abhänge. 
Man sieht nun offenbar, wie weit Maclaurin davon entfernt ist, etwas zur 
Verdeutlichung von Newton's Lehre beizutragen. Denn dieser hatte die- 
selbe Definition von Fluxion unabänderlich beibehalten, wodurch denn bei 
der Behandlung von Functionen mit mehr als drei Veränderlichen eine Un- 
klarheit entstanden war, indem im Grunde nur zwei Fluenten, die eine als 
Repräsentant der Zeit, die andere des Raumes gedacht werden können. 
Maclaurin vermeidet nun diesen Uebelstand, aber auf eine Weise, durch 
die er zugleich das Fundament der Fluxionslehre umwirft. Anstatt also 
Newton's Theorie von dem erwähnten Schaden zu heilen, versetzt er ihr 
einen tödtlichen Stoss und weiss sich nur dadurch zu helfen, dass er zur 
Differenzialrechnung seine Zuflucht nimmt. Denn die neue Definition von 



*) Wenn ich nicht irre, findet sich in: Johann Karl Fischer's „Neue 
Ansichten Qher die GpfmdprineifTt^n der DifTerenmlrecbnQng^ Leipzig 1831. 
mut g9Rs lAnliche^ wenn nicht dieselbe EriLlSimg 4er DilfereDtialquotiemen 
höherer Qrdnuiieen » wie aie Mficlai»m gi^bl« 
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„Pluxion" ist offenbar nichts anderes, als die von „ Differenzialquotient **. 
Doch sehen wir zu, wie er diesen eben eingeführten Begriff gebraucht. 
Zunächst sucht er die aUgemeinen Regeln aufzustellen, nach denen die Flu- 
xionen der einfachsten Functionen gebildet werden und beginnt mit der 

Betrachtung von —A, wenn A eine gleichmässig wachsende Grösse be- 

deutet. Da» constante Increment derselben heisse (wie in Newton's Princ* 
phil. nat.) a; dann ist also die gesuchte Fluxion vermöge der hier in Au* 

Wendung kommenden Definition das Verhältniss der Incremente von -^^1 

zu a. Es seien nun drei auf einander folgende Werthe der willkürlich 

Variabelen: -4— a, i, A + a; 

so entsprechen ihr die drei Werthe der abhängig Variabelen: 

Ihre constante Differenz oder das Increment derselben ist, wie man gleich 
sieht: ~a. Da sich nun verhält — a : a = — : 1 , so ist — die Fluxion der 

V V V V . 

LI 

Function ^i. Schwieriger war auch für Maclaurin die Behandlung des 

Falles» wo die fragliche Fluxion nicht constantjst Es sei z.B. gegeben 
die. Function von i, B=^A^y so sind ihre successiven Werthe: 

iA--ay, i^ (i + a)* 
und die Differenzen derselben: 

2ia— a*, 2Aa + a\ 
Offenbar ist nun das Verhältniss 2Aa — a^:a kleiner, 2ila+»^: a grosser 
als das gesuchte Verhältniss, oder die Fluxion von E^A\ Maclaurin 
sucht nun zu beweisen, dass dieses Verhältniss ^ 2Aa : a sei. Denn, sagt' er, 
wäre es grösser als 2Aa : a, wäre es z. B. also ^Aa+fa : a, so nehme man 
ein Increment der willkürlich Veränderlichen A, =y an, und zwar v^f. 
Dann würde also, wenn die Meinung richtig wäre, dass 2i4'j' ^'^ Fluxion 
von A? sei, das dem Increment v von A entsprechende Increment von A\ 
sein 2ii'+py, und da y<p ist, so würde 2iy+py >>2i4y+y* sein. Es 
würde also das Increment grösser sein als das für das Intervall von A bis 
A + v mögliche grösste Increment 2Av'\-v\ Mithin führt diese Annahme, 
dass die Fhixion >>2i sei, auf einen Widerspruch. Nehmen vdr aber an, 
sie sei kleiner als 2i, 2. B* ^2A — p, so lässt sich auf ähnliche Weise/ 
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iodeia ytieier r^f ai^genommen win), zeigen , da^s dann das bcrenient 
von Ä^, 2A9f—pv^2Av — v'^ sein müsste, wa^ wieder unmöglich ist, 
da letzteres das kleinste ist, welches A^ in dem Intervalle von A^^r bis 
A besitzt. Hieraus folgert nun Mauclaurin, dass das gesuchte Verbaltniss 
weder 2Aa+pa: a noch 2Aa — paia, sondern nur 2Aa:a sein könne. 
Es ist aber leicht zu sehen, dass dieser Beweis mangelhaft ist. Denn es 
ist offenbar noch zu untersuchen, ob man auch dann zu «twas Widerrin* 
mgem geführt werde, wenn man nii^t, wie bisher i^^f , sondern v ^p 
finnimmt* Tbua wir dies, so werden wir auf die U/og^ichungen gefiUut: 
ZAv+v^ >'2Av+pv und 24^ — y*<24f — p», die etwas Widersprechen- 
des nicht involviren ; es würde niithin auf diese Weise nur bewiesen sein^ 
dass das fragliche Verbaltniss zwischen .2ii-fi' und ^A — v liegen muss, 
was man schon im Voraus weiss. Ebenso wenig überzeugend ist sein Be- 
weis, dass die Fluxion von i* gleich sei nA*^K (jassen wir nämlich mit 
^aclaurin 4 um das Increment a zunehmen, so erhalten wir nach dein bi- 
nomischen Satze; 

1 I • z 

fä>en60 aber ist: 

na{A+d)n'-i ax ^A*-t^a + ^^^~^K A'^a^+ . . . 

Da nun, was auch n für eine Zahl s$i, in beiden Reihen die Zahl der Glie- 
der gleich gross ist, in der zweiten aber die Neuner kleiner sind, sp er- 
halten wir offenbar die Ungleichung: 

(4 + a)« -- 4* < iid(i + fl)»-*. 
ijiu^teicb aber folgt aus der ersten der beiden Gleichungen: ( 

(il + a)»— i*»>iiai'»->. 
Wir l\^m also die Ungleichungen: 

na(A + a)»-* >(i + a)» — i» > naA^-K 
}JtV(\ ^uu 2u beweisen, dass die Fluxion des {Ausdrucks i» gleich ni"-* sei, 
niuimt Maclaurip auerst wieder an, sie sei grösser, ?. B, iti»-*+r. Dass 
^es nicht uiögtich sei, sucht er nun sq zu feigeu: Es werde eine solche 
Cif^spe p geuomm^ , dass 

so wür4e also das Increment von 4« sein 55 n{A +py'K Erlheileii .wir 
Qpi ^m 4 ^ klm¥ieres Inor^meijä, z. B. ü, .ain g^ |o wfrdei d^ jlii^f^iept 
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von i» sein = ny(i+p>»-*. Dasifeer die Ungleichung gelten muss! 

nviA +!>)»-"» > nviA + y)»"^ , 
nach dem Vori^i aber: 

nv(A + y)«-* > (i+y y* — i4» 
ist, so würde folgen: ny(i4+p)**-*X^-j*y) — 4», 
was unmöglich ist, da (i+^)*-^4" das gcösstmögliche Increment von 1" 
für das Intervall von A bis.it+>' ist. Ebenso, ergiebt sich auch tlie Un- 
^uläs^gkeit der Annahme, die Fluxion sei kleiner als ni*~*, z.B. nA^^^ — r. 
Allein auch Mer ver absliunit Maclaurin wieder die Annahme v ^p xa be- 
leuchten. Es sehefflt auch ihm selbst dieser Beweis nicht hinlänglich ge- 
wesen zu sein, denn er sucht tiie Richtigkeit des in Rede stehenden Satzes 
Boch auf eine andere, aber der Fluxionsmethode ferner stehende Methode 
zu zdgen. Aus den Un^eichungen nämlich: 

naiA + a ,«^ >(i + ö)» — .4" > naA"^^ 

(A -4- ft^** A* 

folgert er : n(i + a^«-» > i^Xüi > »^«-i ; 

woraus, weoa maU a verschwindet llsst, sich ergiebt: die FhuLion von 
A^ ist gleich ni*~S ein Beweis, dar offenbar^ da hier das Increoaeiit a 
verschwindend gedacht werden soll, gänzlich der Differenzialrechnuag an- 
gehört. 

Nachdem Maclaurin so die Aufeuchung der Fluxion behandelt, wendet 
er sich zur Auflmdüng der Fluentengleichung aus der der Fluxionen. Da 
er hierin fast ganz sich an Newton anschliesst, so soll hier nur die Art 
und Weise, wie er zu der nach ihm genannten Reihe gelangte, erwähnt 
werden. Er entwickelte diese nach der zu seiner Zeit üblichen Methode 
der unbestimmten Coefficienten, indem er unter der Voraussetzung, jede 
Function y von x lasse sich in eine unendliche Reihe verwandehi von der 

Form: y = ie+^ia?+^2**-H . .. 

A^i Ai, A2 etc. zu bestimmen suchte. Es sei nun ein bestimmter Werth 

von y für eine bestimmte Abscisse bekannt, es sei z. B. für a; = 0, y = /(O), 

so folgt sogleich, dass ^o^fd^) 

sein sa&sssß. Lassen wir aber j? um das Increment x sunefamai, gehen 
zu der Fluxion unserer Reihe über, und setzen dann 07=3=0, so folgt, 
wenn wir das Increment von ^ bei dem Werthe ^ « ixmh io be- 
zeichnen : i« » J^ . 20, 

6« 
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folgüch: -4,=^. 

X 

A 1 

Gehen wir zur zweiten Fluxion über, so ergiebt (sich ebenso : i, = •^^ . |— ^ 

u. s. w. Es wird also : 

, A^ X A^ s^ 

worin A^=^ f(0) ist. 

Schliesslich mag noch die Art und Weise erwähnt werden, wie Mac- 
laurin den bereits Yor ihm von Taylor entdeckten und nach demselben 
genannten Lehrsatz darstellte*). Er that dies folgendermaassen : Es sei 
die Gleichung gegeben : y == Aa^+Bx^+ Cr*+ • . ., 
die wir natürlich als die Ordinatengleichung einer Curye DßF (Fig. 24) an- 
sehen können. Es sei in derselben AC^x^ CF=ag. Jetzt werde e+u 
für X gesetzt (in unserer Figur ist der Fall, der durch das obere, das 
+ Zeichen angedeutet wird, angenommen, indem wir i£ = e, fiC= ti, 
mithin AC=AB+BC oder a? = e+ii setzen), die Glieder (e+;ii)*, (e+uy, 
(e+uy u. s. w. nach dem binomischen Satze entwickelt, und Alles nach 
Potenzen von u geordnet, so erhalt man: 

g =: IA^+Be+ C^+ . . .] ± [ni«*-»+rB«'^*+«C«'-i-|-. . .]u + 

Wird nun ti = gesetzt und die der Abscisse AB=z e zugehörige Ordi- 
nate BB durch v bezeichnet, so erhalten wir also: 

v=zA^+Be''+Ce'+... 
Das erste GUed unserer Reihe für g stellt also nichts anderes vor, als die 
Ordinate t^; aus dem Werthe von v ergiebt sich nun sogleich: 

• 

also ist r [nie»-* +rÄ«^-» +«Ce'-* + ...] = ^. 

e 

Das zweite Glied der Reihe für y stellt also nichts anderes vor als — 7 .ti; 

e 

femer ergiebt sich durch nochmaliges Uebergehen zu den Fluxionen: 



*) Maclaurin; „Epistola secuada ad Marlin Felkes de aeqaalionibus , in 
qQibtts dantQr radices impossibües." 
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[ä(»— 1)^^-'+ r(r— l)Äe^H«(«— l)Ce^^+ . • .] = -r-, 
wenn v die zweite Fkudon Yon o bezeichnet. Das dritte Glied Mer Reihe 
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für y ist also t— 5 . -r- u. s. w. Wir können also die Gleichung für y 
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schreiben: y =s t;+,7- . ?- + ^j— ^ • "^ i« • • 

Dies ist aber der Taylor'sche Satz. Denn wenn y = CFs= /lCjr) = /'(e+ii) 

ist, so ist V Ä /(e); -r ist nichts anderes als -~-^, wenn wir € als Va- 

nabele ansehen , t- ist dasselbe wie fV u. s. w. Wir können also un- 
serer Reihe die Gestalt geben: 

Die .Bedingungen der Convergenz der Taylor*schen Reihe untersuchte Mac- 
laurin nicht. 

Fassen wir noch einmal kurz zusammen, was über das Yerhältniss 
der Maclaurin'schen Darstellung der Fluxionsrechnung zu der von Newton 
befolgten gesagt worden ist, so war dies hauptsächlich zweierlei, einmal 
die Vermengung des Begriffs von „Fluxion^^ mit dem von „Momentes wo- 
mit zugleich ein Verlassen der phoronomischen Prindpien verbunden ist, 
die Newton so geschickt zur Umgehung des Unendlichkleinen angewendet 
hatte; und zweitens die Aenderung der . Definition von Fluxion, wodurch 
Maclaurin der Fluxionsrechnung vollends den Todesstoss versetzte, indem 
er sich durch seine zweite Erklärung der Differenzialmethode in die Arme 
warf. Nehmeii wir noch hinzu die meist indirecten nach der Methode der 
Alten geführten langwierigen, und doch häufig ungenügenden Beweise, wäh- 
rend nur diejenigen zureichend sind, die im Geiste der Differenzialrechnung 
gebildet sind, so wird die oben ausgesprochene Behauptung, dass durch 
Mauclaurin ein Fortschritt in der Fluxionsrechnung nicht gemacht sei, nicht 
unbegründet erscheinen. Da nun nach ihm Niemand wieder mit solchem 
Eifer und Niemand mit besserem Glücke als er nach demselben Ziele 
strebte , so dürfen wir wohl sagen , dass die Fluxionsrechnung bereits un- 
ter Newton den höchsten Grad der Ausbildung erlangt habe, dessen sie 
fähig ist. Wir wenden uns daher zur Differenzialmethode^ 
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Capltel H. 

Bie BifferemiatreellitiBg. 

Die Methode des Gregorius a S. Yincentio. 

Obschon daa Verfahren, welches der aosgezeiclmete Mathematiker 
Gregorius a S. Yincentio zur Cubatur körperlicher Räume anwandte, nichts 
mit dw DifferMBiahrecfanung in dem Umfenge, wie sie hier verstanden 
werden soU, gemein hat, sondern sich höchstens auf die Cavaleri'sche Me- 
thode des Untheiftaren stutzt, so .wird es doch erlaubt seiir, da sein mit 
ungeheurem Fleisse und Scharfsinne abgefasste&Werk*) ziendiGh. seilen ist, 
seine Theorie hier zu erklären.. Er spricht sich über dieselbe dahin 
aus **) : Es seien zwei ebene Figuren, z. B. das Rechteck ABCD (Fig. 25) 
und der Vierteftreis FEG von gleicher Höhe gegeben, es sei also hier 
AB = EF =s EG. Diese beiden Figuren, das Rechteck und der Viertelkreis, 
werden nun so gegen einander gesetzt, dass die Ebene der einen, z.B. 
des Kreis- Quadranten, senkrecht zu der der anderen, hier des Rechtecks, 
zu stehen kommt und dass zugleich zwei Linien beider Figuren^, die von 
glieicher Länge nnd, also AB und EF\ zusammenMen. Bierauf werden 
aBe Rediteeke construirt, die die Ordinalen- ah, ac, welche in den gegebenen 
Figuren zu derselben Abscisse***) Aa gehören, zu Seiten haben^ so dass 
also Rechtecke von der Gestalt abdc entstehen. Indem nun dasselbe Yer- 
fthren für alle Punkte der gemeinsamen Linie AB angewandt wird, entsteht 
natürlicher Weise eine räumliche Figur, in unserem Beispiele der vierte 
Theil eines Cylinders, dessen Halbmesser der des gegebenen Quadranten 
und dessen Länge = AD ist. Indem so alle Linien oft und a^ der ge- 
gebene ebenen Figuren zur Construction von Rechtecken verwandt wer- 
ien, in der Sprache der damaligen- Mathematiker aber: „ein Rechteck aus 



*) „Gregorii a Saneto ViqceDlio, ex societate Jesu, opus geometficaoi 
^awhratwrae eireuli et sectionfmi coiir". Antwerp. 1047. 

•*) über VIL Dtfinilio. 

***) Grei^nus gebraucht naiürlicb die Ausilrikiike ,)Absei«M'< «»4 „Gr» 
dinate'^ nicht, sie sind hieir nvr 4er grösseren Deuilicbkeit wegfs» angewandi 
worden. 
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deu Seiten ab und ac construiren'^ bezeicbnet wurde durch: „dueere ab 
m (oder sub) ac^\ ein Ausdruck, der ursprunglich bedeutete: ^«6 mit 
ae multq|)liciren *^ so nannte Gregorius sein Verfahren: „ductus plani 
in plan um 'S indem der entstandene Körper als Inbegriff aller Rechtecke 
gewissermaassen als Rechteck aus den ebenen Figuren angesehen werden 
kann. Es erhellt aus dem ehea Gesagten, dass durch den ductus plan» 
eines Quadrats in ein anderes ihm gleiches, oder nach Gregorius' Ausdruck 
durch den ,^ ductus quadrati in se '^ ein Würfel entsteht u. s. w. Es kan 
nim Gregorius darauf an , den eubischen Inhalt des auf diese Weise ent- 
standenen Körpers durch die Eigenschaften der gegebenen ebenen Figuren 
auBzumitteki. Wie *er hierbei verfuhr, mag an einigen Beispielen gezeigt 
werden. Es seien zwei congruente rechtwinklige gleichschenklige Dreiecke 
gegeben^ ABC und DEF (Fig, 26); ferner zwei congruente Halbkreise a&c, 
dbe^ deren Durchmesser ac =» de gleich den Katheten AC = DE sei Nun 
werde das eine Dreieck, z. B. ABG^ so an DEF gelegt, dass AC mit DEi 
und Cy mit Ea zusammenfallt und die Ebenen beider senkrecht zu einan- 
der stehen. Dann werde aus den zu' demselben Abstände £a gehörigen 
Linien aßy yd ein Rechteck construirt. Wird dies mit allen Puiditen von 
ED wiederholt, so entsteht offenbar ein keilförmiger Körper, dessen vor- 
dere Schneide AB oder, da A mit D zusammenfallt, DB (s. Fig. 27') und 
vertikal; dessen hintere BF nnd horizontal ist. Die hier beschriebenef Con^' 
struction, wo also die congruenten Dreiecke so zusammengelegt sind, dass 
die Rechtecksseiten aß, yS nicht von gleicher Länge sind (was nur in ^er 
IKtitte voii DS eintritt), bezeichnet' Gregorius dadurch, dass er die Dreiecke 
„triangülä subalterne in se ducta^' nennjf. Ebenso werde nun der eine' 
Halbkreis, z.B. abc so an den andern gelegt, dass ac auf dt und crj auf 
es fallt und ihre Ebenen senkrecht zu einander stehen; worauf dann wie- 
der aus den zusammengehörigen Linien c^, rid- das Rechteck construirt 
wird. Wird di«s mit allen Ordinafto) der Halbkreise voi^eilöMmen', so' 
eirtslaht offenbar ein Körper mit gie&riihnnt'en Seitlela- uni OberMnheil,« 
dessen Gestlatt man sich leicfat vorstellen und zeichne» kaiin (s. Fig^ 27*)^ 
Es* sind übrigens bei diesem „ ductus eirculi in se ipismn " die' Rechte^k^ 
da stets tl^^t^^ i^, Quadrate. Es handelt sieB jetzt um Vergieictung;) 
dei^ kuUscben Unltis der Beiden aus Dreiedi und Halbkreis^ entiMibdeiMki 
h&rpedichwDi Rfaune«^ Es' sM mm eti^ai «a sk C^ ta^c Ba^ d. h/ wir vaqi^ 
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eben die Rechtecke des einen Körpers mit je den Quadraten des anderen, 
die gleiche Entfernung von e und e haben. Da nach der Voraussetzung 
ac^ ie^ AC^ DE, finden sich stets solche Rechtecke. Der Flächenin- 
halt eines Quadrats aus einer Kreisordinate et^ ist nun nach einem bekann- 
ten Satze der Kreislehre gleich dem Rechteck aus den Seiten de und ee. 
Es ist also die Fläche jedes den aus dem Halbkreise entstandenen Körpers 
constituirenden- Quadrats = de . ee. Im anderen Körper ist offenbar die 
Fläche eines constituirenden Rechtecks = aß . yd. Da aber die Dreiecke 
gleichschenklig sind, ist (itß = Da, yd^Cy^s Sa, Es ist also die Fläche 
auch = Da . Ea, d. h. da Da = de, Ea = ee ist, jedes Reckteck des keiUor- 
migen Körpers ist gleich dem zugehörigen Quadrate des aus dem Halb- 
kreise entstandenen. Hieraus folgert Gregorius , dass der Inhalt des gan- 
zen ersten Körpers gleich sei dem des zweiten. Von der Richtigkeit dieses 
Satzes überzeugt man sich übrigens leicht. Denn nehmen wir im ersten 
Körper den Punkt E (Fig. 27^) zum Hittelpunkte eines räumhchen Coordi- 
natensystems, die Ebene des Dreiecks EDB zur XZ-, die des Dreiecks 
EDF zur XF- Ebene, und bezeichnen Ea durch x, so ist, wenn wir 
den Durchmesser des Halbkreises, also auch die Länge ED durch 2r be- 
zeichnen: aß = 2r — a?, mithin die Fläche des Rechtecks aßfid = x[2r — x) 

und der räumliche Inhalt v^ des ganzen Körpers: v^ = /x(2r — x)dx. 



: Vi = /x(2r — , 





Wird ebenso im anderen Körper e zum Coordinatenanfangspunkt gemacht, 
die Ebene des einen Halbkreises zur XZ-, die des anderen zur XF- Ebene 
genommen und ee durch x bezeichnet, so ist £^= ^x(2r — jt), folglich 
die Fläche des Quadrats e^v3' = s(2r — x) und das Volumen i?j des gan- 



zen 



Körpers: V2 = /x(2r — x)dx. Also ist in der That t;| =»2. Gre- 

gorius sucht diesen Satz auf folgende Art zu beweisen: . Es seien drei 
Flächen gegeben, ABC, DBF, GHI (Fig. 28) der Art, dass, wenn AK = 
DL » GM sei, die Proportion gelte: BKiMH^UH: LF, d. h. dass das 
Rechteck aus BK und LF gleich sei dem Quadrate Yon MH. Wenn nun 
die Linien AC, DE, Gl, die als gleich Yorausgesetzt werden, in gleiche 
Theile OK, QL, SM getheüt, die Linien ON, QP, SR va^d NT, PU, RV 
gezogen werden, so entsteht offenbar, wenn dem ductus plant in planum 
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gemäss aus den Flächen ABC und DFE der Körper construirt und eben- 
falls aus der dritten Fläche GHl durch ductus plaui in se ein Körper 
erzeugt wird, in ersterem ein durch die Fläche OKTN, QLUP, im zwei- 
ten ein durch das Rechteck SMVR bestimmtes Parallelepipedoji , die an 
kubischem Inhalte einander gleich sind. Da nun, schliesst Gregorius wei- 
ter, jeder Körper durch solche Parallelepepida ausgefüllt (exhauriri) werden 
könne, so folge die Richtigkeit des obigen Schlusses. Wir hören also von 
ihm selbst , dass die Methode , auf die ' er die seinige gründete , die Exhau- 
stionsmethode der Alten war*). 

$. 6. 

Barrow's Tan^gentenmethode. 

Wiederum müssen wir, wie bei der Fluxions-, so auch bei der Dif- 
ferenzialmethode den ausgezeichneten Mann Isaac Barrow unter denen 
nennen, die dieselbe anbahnten. Allerdings scheint Barrow auf seine im 
$. 2. auseinandergesetzte Fluxionsmethode das grösste Gewicht gelegt zu 
haben; denn wenn er in seinem bereits oben angezogenen Werke sagt**): 
er theile das sogleich naher zu beschreibende Verfahren auf Anrathen eines 



*) Dass Gregorius' Methode nicht auf Bewegung beruhe, wie Gerhardt 
in seiner „Entdeckung der höh. Analys. IS55'' pag. 3S sagt, darauf .habe ich be- 
reits in Grunert's Archiv B«l. XXV aufmerksam gemacht. Ich bemerke hier noch 
hinzu» dass in einem in derselben Schrift abgedruckten Manu:itrript Leibnizens 
vom 29. October 1675 meine Meinung vollständig bestätigt wird; indem Leih- 
niz daselbst erst sagt (pag. 123 und 124), er könne Gregorius' Methode nicht 
gebrauchen: Ut tarnen multiplicatio illa fieri in rebus inielligatur, sie 
agendum: Volumus spatium quod repraesenlet omnes p in omnes I, non pot- 
erunt servire ductus Grcgori a St. Vincentio, quibus figurae in figuris dicun- 
tur, sie enim non ducitur una ordinata in alias omnes, sed una in unam.'* 
Hier also ist „ductus *' identisch mit „multiplicatio ''• Nachdem Leibniz so 
gesagt, er könne Gregorius* Methode nicht gebrauchen« stellt er mit den Wor- 
ten: „Sed haec vetera; Gere jam novum'^ ein eigenes Verfahren auf und in 
diesem ßndet eine Anwendung der Bewegung statt. Ganz ausdrücklich aber, 
wie es scheint, bezeichnet Leibniz bewegen hier überall durch ferre, im 
Gegensatz zu dem dueere des Gregorius, welches eben multipliciren 
bedeutet. . 

**) Isaac Barrow: GeometricaJ lectures. Lecture X. 
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Freundes (Newton's) mit, so scheint es fast, als ]habe er selbst es 
fQr nicht nichtig genug erachtet. Das erwähnte Verfahren 4st nämBch 
eine Methode, die Subtangente einer Curve, folglich auch (De Tangente zu 
finden, mithin eine Lösung des Tangentenproblems. Die Regel, die er an 
genanntem Orte aufstellt, ist nun folgende: Man nehme einen unendlich 
kleinen Bogen Tf* (Fig. 29) der Curve, ziehe die 2u den Punkten P und 
T* gehörigen Ordinalen iifP, Af' P und endlich die Linie VQ parallel der 
Abscissenachse. Hierauf bilde man nach der charakteristischen Eigenschaft 
der Curve ihre Gleichung, die die unendlich kleinen Grössen PO, QP* ent- 
hält. Die Quadrate und Prbducte derselben vernachlässige man. Dann 
setze man das Aggregat aller mit den Grössen PQ, QV nicht behafteten 
Glieder gleich Nuft und sttibs^uire schliesslich für OP die Ordinate MP 
des PuncteSy an dem die Tangente angelegt werden. soll, und för FQ 
die fragliehe Subtangente, so ist letztere durch die so erhattene Gleichung 
bestimmt. Es sei 2. B. die Subtangente gesucht einer Curve von der Be- 
schaffenheit , dass die Entfernung 0? jedes Curvenpunkts P von dem Co- 
ordkkatenanbngspunkt so grbss sei als die Lauge iJB, wenn OA eine 
constante Grösse h hat Bezeichnen wir nun mit Barrow VQ = MM' ^sz 0^ 
QP* = a , die Coordinaten des Punktes P, OM = x , MP = y , die des un- 
endlich nahen Curvenpunktes P\ 0.1/' = a', M'F = y*, so haben wir of- 
fenbar die Gleichung: 

0P2=:(a;' — e)2 + (y' — a)^ 
oder, wenn wir die Potenzen von e und a als verschwindeiid vemacb- 
lässigen und für OP das der Voraussetzung nach ihm gleiche AB setzen : 

AB"^ = a;'^ -I: y" - 2cx' — 2fly'. 

Zugleich aber ergiebt sich aus der Figur die Proportion : 

jr' — « : // — • = h: AB, 

y' — d , 
folglich wird : iß = jT~~e ' 

Erheben wir diesen Ausdruck auf das Quadrat und vernachlässigen Wieder 
die Quadrate von e und fl, so erhalten wir: 

Setzen wir die beiden für ÜB* gefundenen Werthe zu einer Gleichung zu- 
sammen, so lautet (Beseifae: 
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jr't + jF'y » — 2«ic'3 _ 2aa?' V — 2wp'« — 2ejr'y« + 4iJ V* + 4<iejry rs» 

6y»-2a6y. 
Werden auch hier nach Barrow's Yorschrifl die Quadrate und Producte der 
unendlich kleinen Grössen e und a vernachlässigt, so ergiebt sich : 
j:'4 + jr'y2~4ex'3— 2a«'V— 2«*y* = 6y *— 2a6y, 
wcMker GMchMig wir auch die Form geben k/5nnetii: 

4ejr'»+aa»'y + a«a>y*— 2«fey =: a?^ + a?'y»— jy». 

Nitti soll nach Barrew*» Angabe die reclHe Seite, die frei von den Factoren 
« uad 6 ist, ^eieh N^ gesetzt werden. Diese Vorschrift, die auf den 
ejBStea Anblick wunderbar erscheinen könnte und über die Barrow »ich 
ni^ weiter auBqiriebt, hat folgenden Grund: Sueben wir die Gleichung 
der Tortiegend^ Linie, so ergiebt sidi dieselbe auf folgende Weise. 
Da OP^AB Mki soll, ist 

Zmdercb aber ist auch AB^ — . b. 

Wird letzterer Wertb von AB quadrirt und beide Ausdrücke für AB^ 
gleichgesetzt, so erhalten wir die gesuchte Curvengleidiung : 

oder: x^ + x^y^ — 6*^'=rO. 

Da Buä F ein Punkt derselben Curve ist, muss* auch die Beziehung statt 
haben : x*^ + aj'y ' - 6y * ^ 0. 

Wir sehen also, dass das von den unendlich kleinen Grössen A*eie Aggregat 
in der nach Barrow's Verfahren erhaltenen obigen Gleichung die auf Null 
reducirte Curvengleichung, also in der That = ist. Setzen wir also di& 
rechte Seite unserer Gleichung = 0, so nimmt, sie die Form an: 

2ejr'3 + ^/y + ejry«— aSy = 0. 

Hierin nun soll für a die Ordinate y, für e die Subtangente, die durch s. 
bezeichnet werden mag, und für x\ y* gesetzt werden a?, y. Denn offen- 
bar laM skih die letzte Gleichung schreiben : 

_ 2»'«+^jr'y+jr'y2_iLjy ^ o. 
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Da nun für Terschwindend kleine a und e das Verhältniss ^ übergeht in 
das der Ordinate zur Subtangente , also in — , da dann femer zugleich x', 

9 

y' ia X, y fibergeheD, so ertialten wir: 

2jr«+-Jr*»+Jry*— — 6*y = 0, 

9 9 

oder : 2«a?' + x'^y^+^xy^ — J'y* = 0, 

** — ^* »* 
woraus folgt : s ■= ^-r-; — ^ • ^- 

und in der That ist dies, wie man sich auch auf anderem Wege über- 
zeugt, der Ausdruck für die Subtangente der gegebenen Curve. 

Dies möge hinreichen, Barrow*s Tangentenmethode kennen zu lernen. 
Man sieht aus dem in $. 2 und hier Gesagten, wie nahe er der Entdeckung 
der Fluxions- sowohl als der Differenzialrechnung war. Wie es scheint 
aber, erkannte er die Wichtigkeit seiner Methode, namentlich der letzteren, 
(der aber Wurzelgrössen und ßrüche noch Hindernisse waren, die allemal 
erst beseitigt werden mussten), nicht an und so gelangte der Ruhm der Er- 
findung, an andere. Jedenfalls ist es von grosser Wichtigkeit, dass hier 
z^m ersten Male Zeichen, nämlich e und a, für unendlich 
kleine Grössen vorkommen und dass das Gesetz des Yer- 
nachlässigens hier aufgestellt wird. Dass Newton*s Theorie eine 
Ausbildung der von Barrow aufgestellten Bewegungsmethode ist, wird aus 
S. 2 und $. 3 erhellen, dass aber die hier entwickelte Methode des Unend- 
lichkleinen nicht ohne Einfluss auf Leibnizen's Theorie gewesen, dürfte we- 
nigstens wahrscheinlich, sein , da derselbe im Postscriptum eines im April 
1703 an Jacob Bernoulli gerichteten Briefes *), in dem er den Stand seiner 
mathematischen Kenntnisse im Jahre 1672 und die weitere Ausbildung der- 
selben schildert, sagt: „Paulo post hicidit in manus meas Geometria Uni- 
versaUs Jac. Gregorii Scoti (nicht zu verwechseln mit Gregor, a S. Vinc), 
huic videbam eandem artem esse perspectam (quam vis demonstrationibus 
ad morem Veterum obscuratam) qüemadmodum a Barrovio demum cum 
ejus Lectiones prodirent, ubi magnam partem meorum theorema- 
tum praereptam vidi"; und in einem Manuscripte vom 1. November 



*) Gerhardt: „Die Entdeckung der Differeuzialrechnuiig durch Leihnfz'*, 
1S4S. Beilage I. pag. 31. u. 32. und „Leibnizen's mathematische Schriften, 
herausgegeben von Dr. Gerhardi'f. Halle 1855« pag. 73. 
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1675*) heisst es in Uebereinstimmung damit: „Pleraque theoremata Geo- 
metriae indivisibilium , quae apud Cavalerium, Vincentium, Wallisium, Gre- 
gorium, Barrovium extant, etc." Es wird daher wohl gerechtfertigt er- 
scheinen, wenn wir sagen, dass sich bei Barrow die Keime sowohl der Flu- 
xions- als der Leibnizischen Differenzialrechnung finden; letztere freilich 
unentwickelter als die der ersteren Methode**). 

Einige unmittelbar vor Verüffentlichung von Leib- 
nizens .Differenzialrechnung aufgestellte Methoden. 

Da es nicht ohne Interesse sein dürfte, den Stand der mathematischen 
Wissenschaften auf dem Continente kurz vorher, ehe Leibniz mit seiner 
Differenzialrechnung hervortrat, kennen zu. lernen, indem nur dadurch der 
Eindruck, den die Veröffentlichung der letzteren hervorrief, und ihre Be- 
deutung beurtheilt werden kann, so mögen einige in der von Leibniz 
1682 gegründeten Zeitschrift: „Acta Eruditorum Lipsiensia " niederge- 
legte Theorien hier Platz finden. Sie beziehen sich fast alle auf die sdion 
früher genannten drei Probleme, der Tangenten, der Maxima und Minima 
und der Quadratur. Es ist bereits bei Gelegenheit der DarsteUung von 
Newton*s > Methode erwähnt worden, dass er schon frühe die Quadratur 
der Parabehi irgend eines Grades kannte. Indessen auch Newton war noch 
nicht der erste gewesen, der. das Gesetz derselben gefunden hatte, viel- 
mehr war dasselbe bereits von Wallis in seiner 1655 erschienenen „Arith- 
metica infinitorum " aufgestellt worden ***), indem er bewies, der Flächen- 

m 

Inhalt einer durch die Ordinatengleichung y = a; « bestimmten Curve sei 



*) Gerhardt: „Die Entdeckung der höheren Analysis. " IS55. Beilage 11« 
pag. 129. 

**) Der von Gerhardt in der „ Entd. d. höh. Änai.*' 1855. pag. 48 
aasgesprochenen Ansicht, Leihniz hahe ßarrow*s 'Schriflen erst nach £nt* 
deckang des Algorithmus der höheren Analysis studjrt, kann ich daher nicht 
beitreten. 

***) „Enumeratio linearum tertii ordinls'^ von Newton, Sürling's Aus* 
gäbe und Gommentar pag. 45. 
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— --rx * . Denselben Satz meint, wie man sogleich sieht , auch Leibniz, 
Ä+ l 

wenn «r sich dahin ausspricht*) : „Nostro seculo repertus est modus metiendi 
figuras curvilineas innumerabiles, impiimis quaado ordinatae sunt in i^twie 
utcunque multiplicata aut submultiplicata, directa aut recipr^ca ab^cia^a- 
rum ; erit enim area a curva ipsa et ahscissa determinala ad rectangohim 
ex ahscissa et ordinata laterihus, ut unitas ad numerum rationis multipli- 
cationis exponentem unitate auctum/^ Von der Integralrechnung, in de- 
ren ße^^itz Leibniz, wie sich aus dem fogenden $. herausstellen wird, schon 
damals war, findet sich hier keine Andeutung. 

Raum weniger zurückhaltend als Leibniz waren die tArigen Mathema- 
tiker der damaligen Zeit. So findet sich eine bald auf diesen Aufsatz von 
Leibniz folgende mit den Buchstaben D* T. (wahrscheinlich: Domidiis 
Tschimhaus) bezeichnete Abhandlung**) Aber die Lösung des Tmge^bm^ 
Problems lür Curven,. deren Gleichung eine rationale ganze Fupetioit j^ 
in der nur eine Constante vorkommt. Es geht namUch Tschimhuuß 
von dem Gedanken aus, dass das Tangenteiqiroblem gelöst sei, wenn mm 
die Länge TO (Fig. 30) d. h. die Subtangeiite weniger d^ Ah^d^se kennt«;» 
Er giebt nun an, diese Linie werde auf folgende Weise gefiuiden: Um 
bilde einen Bruch, dessen Zähler das Aggregat aller d^j<»iigen Glieder hU 
welche die in der Gleichung befindliche Constante in irgend einer Potenz 
als Factor haben, und multiplictre jedes dieser Glieder mit dem Expop^a« 
ten der Constauteo. Der Neuner findet sich, wenn wir das Aggregat Vir 
den aller derjenigen GUeder, die* eine Potenz der Abscisse s zu Factoren 
haben und jedes GUed mit dem Exponenten der Absdsse multiplicii^en, den 
Exponenten dieser selbst aber um die Einheit vermindern. Pie Gleichung 
der Curve wird auch hier als in der aur reducirten Form gegeben 
vorausgesetzt. Es sei z.B. die gegebene Curvengleichung: 

Aa^xy + 3a*y — o* — y ^ + 2ax — 9a^xy^ s=: 0, 

so würde nach Tschirnhau$en*s Regel für die Strecke TO sich ergeben: 

_ 2aa?~6a'a?y+12o^jr»y+12o*y— 5»» 
2a— bay+8a»Äry 



*) „AoU Eruditorum. 1682.'' pag, 42« 
**) »,AcU Eruditorum. 16S2/< pag* 80L 
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• 

Der Beweis lür dieses Verfahren' fehlt jedoch und es dürfte sich auch wojbl, 
schwerlich ein solcher finden, yie^mebr liefert ^iese Opieraüoii in vielen 
Fällen etwas Unrichtiges. In unserem Beispiele müsste z. E. , wie man 
sich leicht überzeugt, herauskommen: 

^ 4a37 — 6aV — 3a^ _^ 4a?' — ßa^y~ia* 

Das hier von Tschirnhaus aufgestellte Verfahi'en bat übrigens sehr viel 
Aehnlicbkeit mit dem von de Sluze gefundenen. Aus di^^ser seiner Tan- 
gentenmethode leitete Tschirnhaus ein Verfahren ab, die Maxinia und Mi- 

• 

nima zu bestinunen*). Er setzte in dem auf die eben beschriebene Weise 
gefundenen Bruche, der den Werth von TO angeben sollte, den Nenner 
= 0. Man sieht, dass dasselbe Princip zu Grunde liegt, wie bei Newton 
(s.S. 3). Letzterer suchte den Werth, für den die Subtangente ^0^ 
Tschimhaus den Werth, wo TO unendlich wird. Endlich machte er 
den Versuch, eine Regel für die Quadratur ^fzustellen^). Sein Ver- . 
fahren ist nän^lich dieses: lieber der Abscissenachse AC (Fig. 31) sei eine 
Curve AHD gegeben, die in allen, Beziehungen, namentlich in Rücksicht 
auf ihre Fläche bekannt ist, ihre Ordinaten GH^ CD etc. mögen durch y 
bezeichnet werden, während die Abscissen AGy AC s heissen. Zu jeder 
solchen Curve lässt sich nun eine andere Linie AFB finden, von der ße- 
schafienheit, dass ihre Fläche bis zu einer bestimmten Abscisse gleich ist 
dem Rechtecke aus derselben Abscisse und der zugehörigen Ordinate der 
ersten Linie, dass also Fläche AGF = Rechteck AGHl^ Fläche ACB =s^ 
Rechteck ACDE u. s. w«; die Ordinaten GF^ CB dieser zweiten Curve 
heissen z* Es handelt sich nun darum, ihre Gleichung, also % ausgedrückt 
durch X zu finden, wenn die erste Linie AüD eine algebraische ist; denn 
diese sind ja die einfachsten. Tschinihaus giebt nun folgendes Verfahren 
zur Lösung dieser Aufgabe an: Die Gleichung der Linie AED ist jeden- 
falls von einer der Formen: 
ky + ca + dx » 0, 

hy^+cay + dxy + ea* + fax + gx^ = 0, 
u. s. w.. 



«) „Acta Eraditorum'*. 1683. pag. 123. 
^ y,AcU firttditonim^ 16S3* pag«439. 
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• je nachdem f&r AHD eine Linie ersten, zweiten, dritten etc. Grades ange« 
nommen worden ist. Nun setzt Tschimhaus: 

ea* + fax + gx^ = d 2ea* + 3/Vfa? + 4gx^ = x 

ha^ + 1 tt*JP +*aa?* + Zx« = « Ua^+ 4t a*x + 5*ojr* + 6te^ = X 

u. s. w. 

und stellt den Satz auf, wenn die gegebene Linie AHD ersten Grades 

sei, so sei die Gleichung der gesuchten Curve AFB: 

bz + i = 0; 1) 

sei die gegebene Linie iffD zweiten Grades, so sei die durch sie bestimmte 

Gleichung der gesuchten AFB: 

(262 + i;».d— (26« + e.(y«+x)y + (y«+x)».t=0, i 

oder wenn wir 26«+t«=Ä, y« + x = C setzen: ) 2) 

sei AHD i^om dritten Grade, so sei die gesuchte Gleichung der von ihr 
abhängigen AFB, wenn wir 3bz + i = B, 2y« + x = B, dz+X^ D setzen: 

B^.e^'-B^Cde + BC^ye'-CHe + C^Dbd'-CDHy+DH' l 
— (2y€—d^)BW + {Ue — yd)BCD''{2bd-r-y\BD^=:zo] 

wo nun tü)eran für y, J, €, e, x, X ihre Werthe einzusetzen sind. Thun 
wir dies, so lautet also die im ersten Falle herauskommende Gleichung 
für die Linie AFB: bZ'\'ea+2dx =^ 0. 

Im zweiten Falle, wenn AHD vom zweiten Grade, also ein Regelschnitt 
ist, erhält man durch Ausrechnung zunächst: 

b(ibd—y^)z^ + i(nd'-y^)% + {bx^ + di^'-yix) = 
und wenn nun für y, d, e, x ihre Werthe emgesetzt werden, nach eini- 
gen Reductionen: 

6»^ + acz + 2(ia?« + a«e + 2a fx + 4gx^ + 

(dh + c^g + 6/* — cdf— Ueg)a^x* _ 

4a*6e + 4abfx + ^bgx^ — a^c* — 2aedx — d^s* "^ 

oder : 6ä* + acz + 2dxz + o^e + 2a fx + igr"^ — 

[icd'-bf)f—{d^—4bg)e—c^glia'^x^ _ 
(c* — 46e)a2 + (crf — 2bf)2as + {d^ — Ug)s^ 

Eine ähnliche Gleichung ergiebt sich im dritten Falle u. s. w. Eine Be- 
gründung dieser Sätze giebt Tschimhaus auch hier nicht; wir untersuchen 
dieselben daher jetzt in Bezug auf ihre Richtigkeit und zwar auf folgende 
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Weise. Da jedes Fläcbenstück AGFy ACE gleich sein soll bezuglich dem 
Rechtecke AGNI, ACDE, so bestimmt sich also z aus der Gleichung: 



ß 



oder : % = — -^, 

dx 

Im ersten Falle nun ist die auf y reducirte Gleichung der gegebenen Linie 

ABDy die dann eine Gerade ist: 

ca+dx 

y = T"' 

cax+dx^ 
also : Xff = T ; 

€a+2dx 
folglich wird : » = ~- — i; 

oder : hz + ca+ 2da? = 0. 

In diesem Falle liefert also das i^on Tschirnhaus angegebene Verfahren 
etwas Richtiges. Ist aber AHB vom zweiten Grade, ihre Gleichung also: 

by^+cay+dsy +ea^+fa.r+gx^^O, 

— (ac + dx)±yl{c'' — Me)a^+(cd~2bf)2ax + {d*—ibg)x^ 
so wu*fl y ^ rtjr . • 

Wird dies nun mit x multiplicirt und dann nach x dilTerenzirt , so erhalt 
man als Gleichung der Linie AFB: 

UH^+iabcz-^-Sbdxz+iaHe+Sabfx + d^x^+Uhgx^ 
[icd''-2bf)a + (d^—Ug)x'P,x^ 



(c2 _ 4frß,o2^ {ed—2bf)2ax + (d^— ^hg)x^ 
oder: ibH^+iabez+Sbdxz + ah^ + Sabfx-i- I6bgs^ 

l(c^—*be)a + {cd—2l)f)Ty , a* 



= 



ß) 



==0 



(c^— Ue)a^+(cd—2bp2ax + {d* — Ug)s^ 
Wir sehen also, dass die von Tschirnhaus gegebene Formel a) nicht rich- 
tig ist, obwohl sie in einem Falle, nämlich wenn in der Gleichung des ge- 
gebenen Kegelschnitts cse = ist, ein richtiges Resultat liefert, indem 
dann sowohl o) als ß) sich auf die Formel reduciren: 

So giebt z. B. die von Tschimhaus als Beispiel angeführte Annahme, die 
Linie AHD sei ein Kreis, ihre Gleichung also: y^ = 2as — jr' oder 
y2_2ajr+dr*=:0, also 6 = 1, c= (J = e=aO, ^=—2, jf = — 1 das 
richtige Resultat: 

Weiitenborn, Frkc, i, Mk, Anal, 6 
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2a — X 

In allen anderen Fällen aber, wa die Bedingung c = € = nicht erfüllt ist, 

erhält man duixh Tschirnhausens Methode etwas Fehlerhaftes. Er ge- 
brauchte dieselbe übrigens auch um umgekehrt zu untersuchen, ob eine 
Curve z = f(x) quadrirbar, d.h. auf eine algebraische ys=. g){x) zurück- 
föhFbar sei. Zu dem Zwecke ist die obige Rechnung rückwärts zu machen. 
Ergiebt sich nun eine solche algebraische Lmie y ^ g>{sß), so ist das Pro- 
blem gelöst, ist aber eine solche Gleichung- (y = q>(T) nicht aufzufinden, 
so ist nach Tschirnhausens Ausdruck die Curve x = f(s) nicht quadrirbar. 
Es versteht sich, dass auch dieses umgekehrte Verfahren nur in dem oben 
erwähnten Falle ein richtiges Resultat giebt*). 

Bedeutungsvoller scheint die von Sturm kurz vor Leibnizens Ver- 
öffentlichung seiner Differenzialrechnung mitgetheilte**) Methode der Qua- 
dratur zu sein. Er erklärte dieselbe an dem einfachsten Beispiele. Es sei 
em Rechteck ÄBCD (Fig. 32) aus den Seiten AB=a, BC=h gegeben; 
gefragt wird, wie sich das Dreieck ABC zum Rechtecke verhält. Zu dem 
Zwecke theilt Sturm die Seiten AB^ BC in dieselbe Anzahl gleiclier Theile, 
z.B.. in vier, und construirt nun die Rechtecke LBCBj KLMF^ IKNß, 
AIOH, so ist olTenbar, indem der Flächeninhalt des Rechtecks ABCD 

gleich ab ist : 

Der Flächeninhalt des Rechlecks AIOH 3= -^^ ab 

IKNG:=j\ab 

„ „ „ „ • KLMF^A-^üb 

„ „ M „ LBCEz:sz ^^ab, 

*) Welchen Werlh Tschirnliaus' auf diese seine Hethode legte, geht 
aus den Schlussworlen des Aufsatzes in den Act. Erud., in dem er es be- 
kannt maclilc, hervor« Er sagt daselbst: „Quod (sein Verfahren) qai bene 
considerabit , judicahit utique, nos hoc seeulo Antiquorum inventa in Geome* 
tricis longissime praeterrexissc , imo et ipsa Recentionim iaveala, hisca in- 
credibili ratione aueta e.s8e/' Wenn man nach diesen Proben über Tschirn- 
hausens damalige Kenntnisse urtheilen darfi mochte es kaum wahrscheinlich 
sein, dass Laibniz seine Rivalität in Rücksicht auf die Entdeckung der DifTe- 
renzialrechnung zu furchten gehabt habe. (Vergl. Gerhardt: Die Entd. d. höh* 
Anal. pag. 70). Doch wäre es möglich, dass die noch ungedruckten Hana- 
Scripte Tschirnhausens zu einem anderen Schlüsse berechtigen« 

**) „Acta Erudilorum/^ 1684. pag. 123. . 
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folglich die Sumffle dieser Rechtecke ==|}a&. Werden aber die Seiten 
a und h in doppelt so viele, also in acht, Theile getheilt, so sieht man 

leicht ein, dass die Summe der dann entstehenden Rechtecke = || a6 = 

8f 8 + n 1 

—i — o"-^ • Hi • ö^ sein wird. Wird also die Theilung in x Theile gemacht, 

,t(x -4- 1 ) 1 JT + 1 1 

so ergiebt sich als Summe der Rechtecke : -^ — s— . ~r • «6 = ^ ■ • — . aJ. 

Es Terhält sich also stets die Summe der Rechtecke zur Fläche des gege- 
benen , ABCD , wie x + l :2s. Nehmen wir nun x unendlich gross , wo- 
dnrch die Summe der Rechtecke in die Fläche des Dreiecks ABC über- 
geht, so gdit das Terhlltniss jt+I :2x über in 1:2; es ist also der In- 
halt des Dreiecks ABC die Hälfte von dem des Rechteckß. Offenbar streift 
das Princip dieses Verfahrens nahe an d^s der Integralrechnung. In dem- 
selben Bande der Act. Erud. machte nun Leibniz seine Differenzialrechnung 
bekannt und ebenfalls in demselben Bande, kurz nach diesem Aufsätze, 
fordert er Sturm auf*), seine Methode, die nicht allgemein genug sei, statt 
auf das Beweisen bekannter, zum Auffinden neuer Sätze anzuwenden. Im 
nächste Ji^e theilte daher Sturm eine Anwendung seines Verfahrens auf 
die gemeine Parabel mit**), und es scheint nicht ohne Interesse zu sein, 
einiger Folgerungen Erwähnung zu thun, die er aus derselben zog. Es 
sei (Fig. 33) AP^P^C ein Parabelbogen, der Scheitel in A gelegen, AB die 
Richtung der Achse; man construire nun das Rechteck ABCD, worin 
die Seite AB= a, BC =^ h sei. Jetzt werde BC in eine Anzahl, z.B. in 
drei Theile getheilt und in den Punkten M^ , Iff^ derselben die Ordinalen 
Jf|p2, Mip2 gezogen, die durch y^, ^2 bezeichnet werden mögen. Mm 
findet nun leicht, dass yt^^a, y2^= ^^ ^^^- ^^ >st also: 

Die Fläche des R^htecks aus den Seiten a und |5ss-}-aö'ss ^^b 

» 7» >> n »1 « »» 3^2 »'» i^ ^^^ YtüO, 

Nehmen wir nun von* den Werthen 

^ab. ^\a5, -^ . ab die Differenzen , so erlKii- 
ten wur: — ^.«6» — ^.ab und die Differenz -Diffe- 

renz wird: — ^Va6. 



♦) „Acta Er udilorum ". 1684. pag. 6S5. 
*♦) „Acta Erudilorura", 1686. pag. 259, 

6 
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Wird aber die Seite ( in 6 Theiie getbeilt, so wird y^ s= {|a, y^ = f|a, 
y3 = 5|.a, y4=H.a, ys = ^.a, und die Flächen der Rechtecke 

werden: /j«y . ab, ^Vir • «*» A\ • «*» AV • «*» A\ • «*» AV***» 
Ihre Differenzen sind: 

und die Differenz -Differenz: 

Sturm findet somit, dass bei der ParabelAäche die zweiten Differenzen 

1 
constant sind, und zwar dass sie, da 7^7 = ^ ist, umgekehrt proportio- 
nal sind dem Cubus der Zahl der Theiie , in die die Linie BC getheilt ist. 

2 

Hätten wir sie z. B. in 9 Theiie getheilt, so würde sich — Q3*<>^f hätten 

2 

wir sie in 12 Theiie getheilt, — f^*^^ ^'s constante zweite Differenz er- 
geben haben. Es ist dieses Resultat jedenfalls von Wichtigkeit für die Be- 
gründung des Satzes, dass man bei dem zweiten, dritten u. s.w. Differen- 
zialquotienten ün Nenner daß Quadrat, den Cubus u. s. w. des Differenzials 

der willkürlich Veränderlichen setzen imd also -~, -p~, u. s. w. schreiben 

dx^ ax* 

darf und muss."^; 

§. 8. 

Leibnizens Differenziairechnung. 
Während so die grössten Mathematiker der damaligen Zeit nach dem 
allgemeinen Principe suchten, welches, wie wohl jeder Ton ihnen fühlte, 
der Schlüssel ist zur Auflösung der drei in ihrer Allgemeinheit immer noch 
ungelösten Probleme, ohne zu eiqem befriedigenden Resultate zu gelangen, 
führte eine glückUche Reihe von Umständen den gewiss am Vielseitigsten 
gebildeten Mann der damaligen Zeit, Gottfried Wilhelm v. Leibniz (1646 — 
1716) im Jahre 1672 nach Paris. Zwar hatte sich derselbe bereits früher 
mathematische Kenntnisse erworben, und schon 1666 eine Schrift: „De 
arte combinatoria'^ herausgegeben^), sowie sich mit der Theorie der Reihen, 

*) Ein aUgemeinerer Beweis dieses Satzes, nach derselben Methode ge- 
führt, fiodet sich in Sneirs: „Einleitung in die Diiferenzial - und Integral* 
recbnung." Theil 11. 

**) Guhrauer: „ Gollfried Wilhelm v. Leibniz. Eine Biographie," Bres- 
lau 1846. Theil 1. pag. 37. 
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insbesondere der arithmetischen, und mit Physik*) und praktischer Me- 
chanik**) beschäftigt; allein erst als er im genannten Jahre durch Geschäfte 
nach Paris gefuhrt wurde und hier die Bekanntschaft des damals an sei- 
nem berühmten „Horologium osciUotorium'^ arbeitetfden Huygens machte, 
ward er veranlasst, sich weiter in den mathematischen Wissenschaften aus- 
zubilden, sowie sich mit den neuesten Erscheinungen aur diesem Gebiete 
von dem Auftreten Descartes an vertraut zu machen, während er zugleich 
durch den persönlichen Umgang mit Huygens in seinen Bestrebungen auf 
das Vortheilhafteste unterstützt ward. Von Paris aus ging er im Januar 
1673***) nach London^ wo er bis zu Anfang des März desselben Jahres 
blieb. Hier machte er die Bekanntschaft vieler berühmten Männer, und 
lernte u. a. den ihm schon durch Briefwechsel befreundeten Secretair der 
Londoner Societät, Oldenburg, persönUch können, ohne jedoch mit ihm, 
wie er selbst erzählt, über andere als physikaUsche und mechanische Dinge 
zu sprechen, hingegen blieb ihm CoUins unbekannt f), der, sowie Barrow, 
bereits damals von Newton's „Methodus fluxionum'* unterrichtet warff). 
Nach seiner Rückkehr nach Paris scheint er besonders dieselben Studien, 
denen er schon früher besondere Aufmerksamkeit geschenkt hatte, mit er- 
weiterten Kenntnissen fortgesetzt und sich vorzüglidi mit der Theorie der 
arithmetischen Reihen, sowie mit Mechanik beschäftigt zu haben, indem er 
zu letzterer in den Untersuchungen seines Freundes Huygens eine seiner 
natürlichen Neigung entgegenkommende Anregung fand. So kann es denn 
nicht wunderbar sein, wenn wir als Inhalt der frühesten aus jener Zeit da- 



*) Im Jahre 1670 halle er eine Abhandlong verdifentHcht : „Hypothesis 
PItysica nova: seu Theona motus eoncreti'' und ,) Theoria motus abstracti.'' 
Guhrauer. Tb. 1. pag. 73. 

**) Leibniz erfand 1672 eine die Pascai'sche an Vollkommenheit über- 
trefiende Rechenmaschine. Guhrauer. Th. 1. pag. 113. 

***) Guhrauer. Th. i. pag. 124. 

f) „Hfstoria et origo calculi differentialis a G. G. Leibnitio conscripta. 
Herausgegeben von Dr. Gerhardt. Hannover 1S46. pag. 7. 

tt) „Die Entdeckung der DifTerenzialrechnung durch Leibniz". 1848. 
Von Gerhardt, pag. 20. Anm.; „Preface" zu ßuffon's Uebersetzung von New- 
ton's Methodus fluxionum, pag. XV.; Newton: „Enumeralio linearum tertii or- 
dinis ; sequitur iliustratio ejusdem tractalus.*' auctore J. Stirling. pag. 45. 



u 
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tirlen, neuerdiiigB herausgegebenen*) Maiui»cripte v<HEn 2ä., 26, ^ 39. Oc* 
tober und 1. November 1S73. mechanische Principiea auf Geometrie aa- 
geweadet finden, ntailich eine Methode, mit Hülfe der meobanischea Uo- 
mente der von einer Gurve eingeschlossoien Flache in Bezug auf swei pa- 
rallele oder drei nicht paralleie Gerade die Flache selbst zu ermitteh». Der 
Fundamentalsatz, zu dessen Kenntniss Leibniz hier gelangt, ist der aus 
der Integralrechnung mittelst der partiellen Integration sich ergebende Satz, 
dass wenn die Gleichung einer Curve y = f(x) ist und der Werth, den y 
Sir x^h annimmt, durch e bezeichnet ivird, die Beziehung sl^att bat; 



In- 



iyxdx = c fxdx — i dy fxdx oder / yxdx = -^ i f^^^ä- Das 

tegral' und Differenzialzdchen wird hier noch nicht gebraucht, Leibniz be- 
zeichnet vielmehr |die Integration durch Vorsetzung des Wortes: „omnia^^ und 



ir /gxdx, 



schreibt daher omn.^x.a. c^JT für /gxdx, das Differenzialzeichen wird hier 



noch gar nicht angewandt In dem Hanuscripte vom 29. Octoher bezeich-* 
net er das IMerenzial der Ordinate y durch l uiNl coustruirt hinr das be- 
retts von Barrow gd^rauchte **) „triangulum cbaracteristicmn'S wie er 
(Ldbniz) es nennt, oder das s. g. differcauiale Dreieck ***)^ Zugleicfa findet 
er hi@r den Satz, dass, wenn p die Snbnormale eineor Gurve, y ihre Qr^ 

dinate bedeutet, omn.p=^ ist, ein Theorem, von dessen Richtigkeit man 
sich lleicht überzeugt, denn die Sobnormaie p ist stets ^y-f-^ ^ bedeutet 
also omn,f nichts Anderes als /(y^\^^ oder fydy^=-^: Zugleich 
tritt hier zum o^ten Male das Integralzeichen / auf, indem er y durch 



y; 



*) Gerhardt: „Die Entdeckuag der boheren Analysis''. 1855« Beil. IL 
Wem diese Abhandlung Leibnizens nicbt ganz versländlich sein soitte, den 
verweise ich auf meinen Aufsalz im XXV. Bande des GruQeift'&chen Archivs. 
**) Isaac Barrow : ^ Geometrical lectures ". Ledure X, 
**^) ^^^ „Commercium epislolicum Job. Collinsii el aliorum «t^ analysi 
promota, jussu Siocietatis regiae in lucem edilum*'. L^ndini 17 (2* £pisU>la 
D» G. G. l^eibniUi ad Oldenburgh. London l§72/3. zufolge hat L^ibnrz daa 
„triao^ulum characterislicum '< bereits im Jahre 1673 gefonde^. 
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yl bezeichnet. Mit Hülfe dieses neu eingeführten Zeichens entwickelt 
Leihoiz öun mehrei^ Sätze ^), von demn jedoch ein Theil unriolitig i^t, 
weil Leibniz auf diesem Standpunkte noch /z* und | / 1 1 d. h. also 

lyH^ UEd I fdy 1 für ideatisdi hielt So stellt er die Gleichung auf; 

/- = //n statt [i/ /i |'= fjii d.h. \l py\=^ ß'^ßA 

oder ^= lu^y\ folglich auch -^= Ixdx. Er gelangt also durch einea 

Irrthum zu einem richtigen Satze. Leibniz setzt ab^ hinzu: „Nota: omim 
haec theoremata vera de seriebus in quibus düTerentiae terminorum ad teriai« 
nos rationem habent mioorem quaübet assigiud^ili 'S also wenn die Diffilereiueii 
nfeit den Gtiedern verglichen keinen ongebbarep Werth haben, daher uiMädlifib 
klein sind. Unmittelbar nach dieser Bemeriomg, die mithin schliesstsi ttteet, 
dass ihm scbcHi damals die Yorsteihrag dc6 Unendlichkleinen vorschwebte, st^ 

€r den Satz auf /o?^ = — , ohne sich darüber auszusprechen, wie er dazu 

gelangt sei. Wir finden also bereits hier die einfachsten Satze der Inte^al^ 

redinung: ixdx^-^ und wx^ds^~. Das Diffef^pnziftl der wilMr« 

. Bch Varis^elen wird Anfangs durch d bezeichnet mit der Bemerkung: „In- 
teUigitur autem a esse unitatem^'; obseboa es also* als Einheit geHen soH» 
wird es doch als Factor oder Divisor überall beibehalten. Bald darauf 
aber führt Leibniz das d als Differenzialzeichen ein mit den Worten: 



f' 



autem significat summum, d diiferentiam.^' Er sieht also beide Zei- 



chen als Symbole für entgegengesetzte Operationen, das SHmmiren und 
DüÜBreiizen- bilden au. Anfangs bezeichnet er das Diiferenziil 'von y nicht 

durdh Au^ sondern durdi ^; vom 1. Novenib«* ab aber tritt stets die 

d 

jetzt noch gebräuchliche Schreibweise, ijf eijpi. Voü» Wichtigk^t i$t «s^ 
aber, dass Leibniz weder in dieser, noch in den meisten fol- 



Dr. 6erbar4t( ^td» d. hyh. tml. l.S%$, pag. |26 um) isa. 
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genden Abhandlungen einenUnterscbied in der Bezeichnuag 
der endlichen und der unendlich kleinen Differenz macht, 
sowie er sich auch des Ausdrucks ^^DifferenziaP' nirgends 
bedient, sondern stets von „Differenz'* spricht Esistnunaus 
dem Bisherigen ersichtlich, daas Leibniz auf ganz naturgemässe Weise zu 

der Aufstellung des /- und <(- Zeichens gelangte, indem er durch sie nur 



'*/ 



Begriffe andeutete, die der Summe und Differenz^ die ihm von seiner Un- 
tersuchung der arithmetischen Reihen her bekannt und geläufig waren. 
Dass jedoch ein Unterschied zwischen Summe und Integral, Differenz und 
Differenzial sei, deutet er durch seine Bemerkung vlber das Unendlichkleine 
an, ohne sich aber weiter darüber auszusprechen. Uebrigens tragen die 
bisher betrachteten Hanuscripte unverkennbar den Stempel des im Schaffen 
begriffenen Geistes, der zwar ahnt, dass er auf dem Wege sei, eine wich- 
tige Entdeckung zu machen, aber noch nicht zur Klarheit gelangt ist. 
WesentUch, schon in der äusseren Bezeichnung, von der vorigen verschie- 
den und klarer als dieselbe ist die nächste Abhandlung vom 11. November 
1675*). Hier wird stets eine der Yariabelen, gewöhnlich a;, als in einer 
arithmetischen Progression der ersten Ordnung wachsend („Ponatur s pro- 
gressionis arithmelicae'O d.h. das Differenzial derselben als constant ange- 

nommen („Ponendo ipsas x arithmeticas, erit — = % constans-*), und 

zwar oft als Einheit angesehen, wie es Leibniz bereits am 29. October 

ausgesprochen hatte. Hier aber wird in Folge dieser Bemerkung -r, wo 

es als Factor oder Divisor vorkommt, mehrmals nicht geschrieben. Wenn 

nun Leibniz hier, wo er -y als eine constante Zahl z ansieht, dennoch den 

u 

Satz ix = ^ , von dem er am 29. October gesagt hat , er gelte nur für 



r x^ 

izjx^^ 



unendlich keine Differenzen, anwendest, so ist dies auffallend, wird aber 



JC 



durch eine Anmerkung: „Idem est ds et -v» id est differentia inter duas 

X proximas''^ erklärt, indem daraus hervorgeht, dass er ds oder -y 

d 



*) Gerhardt: Die Entdeck, d. höh. Anal. 1855. Beilage 111. 
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zwar als cojistant, aber zugleich als unendlich klein angesehen habe. 
Merkwärdig ist es ferner, dass Leibniz schon damals*) den Werth von 

/— , wenigstens näherungs weise kennt, denn er schliesst**) aus der lor 

f r /k^ ix . 

tegrahrechnung : dji g + dgi © = rfjr / — , worin » = x-r- ist, mit der 

Bemerkung: „Ponendo jam y progressionis Arithmeticae fief : V+ o* ^ 

dx .Log.y. Es ist also das Integral / — bis auf die Constante a^ richtig 
bestimmt. Wie Leibniz dazu gelangt ist, darüber giebt eine voraus gegan- 



a* 



gcne***) Bemerkung Anfschluss, wo er «? = — setzt und fortfahrt: „Jam 



■ 



to non potest inveniri nisi ope curva^ logaritfamicae.^' Man sieht also, 

dass Leibniz das Integral l—dx mit der logarithmischen Cnrve in Be- 
ziehung setzte. WahrscheinKeh erkannte er, dass ein solches Integral 
/ -dx die Formel für die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel sei. Nun 

hatte aber bereits Mercator in seiner 1668 erschienenen „Logarithmotechnia*' 
den ZiKsammenhang zwischen der Quadratur der gleichseitigen Hypdrbel 
und den natürlichen Logarithmen aufgedeckt .und Leibniz hatte sich bei 
seinem Aufenthalte in London 1673 dieses Werk angeschaflflf). Vermuth- 
lich war er auf diese Weise zu der Erkenntniss gekommen, dass ein In- 
tegral von der Form j —dx in Beziehung zu den Logarithmen stehe. 
Dass er aber diese B&iehung nicht klar und deutlich erkannt hatte, ist daraus 
ersichtlich, dass er / — '= Io(/.y statt = a Log.y setzt; und auch in einem 

*> Wahrscheinlich hat Gerhardt diese Stelle ubersehea, indem derselbe 
pag. 64 seiner eben erwähnten Schrift, die Entdeckung des Werthes von 



J 



dy 
^ in den Juli 1676 seUt. 



^) Gerhardt: D. Entd. d, höh. Anal. 1855. Beilage III, pag. 135. 

***) Ebendaselbst, pag. 133. 

t) Gahrauer's Biographie, pag. 127. 
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Manuscriptc vom Juli 1676 drückt er sich bei dem Integrale / — nur un- 



■y^ 



= „ V- 



bestimmt so nns: „— / —^^^ quaeest ad logarithmi«am/^ Wich- 



tig ist Terner, dass Leibniz bereits am 11. Navember 1675 sich überzeugt^ 

V ... .dv 



dass dv,xl) nicht mit dv.dxb. und i-- nicht mit -rr identisch ist. In- 
^ ^ ip dtp 

dem er bei dieser Untersuchung*) sich fragt, ob d(x^) dasselbe sei wie 
dx\ lässt er s in x^ um ß wachsen, und bildet die Diflerenz Cx+ßy — a?*, 
die er = 2rß setzt. Indem also hier ß^ vernachlässigt wird , worüber 
jeduch Leibniz sich mit keinem Worte äussert, tritt wiedo* die Yerstdlung 
des Uneiidlichkleineo hervor. Am 21. November 1675*) ündet Leibniz bei 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe den Werth von dsy, indem er zu 
der Gleichung gelangt: jfdx^sdxy — sdjf. Er erkennt zwar in derselben 
ein allgemeines für alle Curven geltendes Theorem, kann aber au dieser 
Stelle nichts damit anfangen. „ Quod Theorema sane memorabile omnibus 
eui'vis commune est. Sed nihil ex eo novi dacetur, quia jam adhibuimus'' 
sind seine Worte über dasselbe. Auffällig ist es aber, wenn er, nachdem 

er bereits am 1 1 . November den Werth von / — angegeben bat, hier sagt. 



er könne jede Integration au3fähi*en, wean die Veräadeyrlicbe nicht im 
Nenner oder unter einem Wurzebeicben vorkoiBme; Am Mgenden Tage» 
den 23. November i675**s geht er zum Tangenleoprebleia m>er, welches 
er auf dieselbe Weit^e zu lösen suehle, wie Deaoaartes*^), Nur w^det 
Leibniz statt des von demselben gebrauchten Kreises auch eine Gerade an 
und spricht sich dahin aus, dass jede Linie, deinen Tangentengesetz man 
kenne, zur Ermittlung der Tangente airter anderen Cunre dienen könne 
Den speciellen Fall, wo die Gerade als Hülfscurve angenommen werde, er- 
klärt er als das Princip der von de Sluze aufgestellten Methode. Zugleich 
aber spricht er den Gedanken aus , dasselbe Verfahren, nämlich eine Hülfs- 
curve anzunehmen, könne auch zur Losung des Problems der Quadratur 



*} Gerhardt: „Die Entdeckung der DiflTerenziaYrechnUDg durch Leibaiz.*' 
1S48. Beilage Nl. 

**) Ebendaselbst. Beilage IV. 

***) Daselbst, pag. 10 u, 11*. . 
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bqottJtEi werdea, (wie es von Newton geschehen war; s. $. 2.)> allein, fahrt 
Leibniz fort, das sei eine sehr s(jhwierige Sache: „Res eo redit ergo ut 
datig taogentium figurae datae proprietatibus examinemus quas* eaedem tan- 
gentes habeant relatioues ad alterius figurae quae pro data sumetur, ordi- 
uata3 aut tangentes. Hoc enim sqrviet ad figurarum quadraturas ex se in^ 
vicem ducendas, sed eiieraplo opus, ut talia clarius intelligantur. Est enim 
res subtilissimae intricationis/^ Von seiner Diflerenzialmetbode findet sich 
hier nicht die mindeste Spur, obschon eine Anwendung besonders des In- 
tegralzeichens, welches er ja als Summenzeichen aufgefasst und definirt 
hatte, gerade bei der Quadratur so nahe liegt und dessen Beziehung zur 
Quadratur er bereits am 11. NoTemb^r 1675, wie aus der Lösung des In- 

tegrals / —dx hervorging, erkannt zu haben schien. Am 26. Juni 1676 •) 

J ^ 

erkennt er, dass seine Differenzialrechnung die allgemeine Lösung des Tan- 
gentenproblems enthalte: „At vera methodus tangentium generalis est per 
differontias^.^' Hingegen in Bezug auf die Quadratur spricht er sich ebenso 
aus wie am 22. November, nämUch dahin, da^ Problem mit Hülfe anderer 
Curven zu lösen, und deutet an, dass zu diesem Zwecke Tafeln oder Ta- 
bellen anzufertigen seien, (wie auch Newton einen „catalogus" aufgestellt 
hatte, s. $. 3). Als besonders dienlich zur Anwendung zu diesem Zwecke hält 
er die Hyperbel und den Kreis ; erstere wahrscheinlich deswegen, weil durch 
Mercator ihre Flache bestimmt worden war. In einem vom Juli 1676 da- 
tirten Manuscript**) löst Leibniz das Beaune'sche Problem, indem er zu 

dem Schlüsse gelangt : „ c I— = 4 • « ; ergo -^ /- = % , quae est ad 

logarithitiiGaw. '' Es ist scfa<»i oben erinnert worden, dftss diese Lösung 
keisie %^^z genaue, sondern nur cune angedeutete ist. Auch kommt hier 

ein Fehler \%y[^ indem er d^aif=:-i=i=. setzt, em Satz, der übrigens ohne 

allen Zusammenhang hin|;estellt wird. 

Diess sind die Resultate, zu denen Leibniz während seines Aufent- 
halts in Paris gelangte. Im October 1676 reiste er von da ab, ging euie 



*) Gerhardt: >,Die Entd. d. Differenzialrechnung durch Leibniz." 1848. 
Beilage V. 

**> Dusi^bsj. Beilage VI. . 
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Woche nach London^ wo er die persönliche Bekanntschaft Ton Cdfins 
machte*), und begab sich von da über Amsterdam nach Hannover. In 
einer auf dieser Reise geschriebenen**) Abhandlung vom November 1676 •••) 
stellt Leibniz die bisher gefundenen Resultate zusammen. Sie sind die 
Differenziation der Potenzen mit ganzen Exponenten. Wie er zu dieser 
Regißl gelangt ist, spricht er nicht aus und ist aus dem Vorhergehenden 
auch nicht ersichtlich. Wahrscheinlich fand er durch Umkehrung der be- 






reits am 29. October 1675 entwickelten und aufgestellten Sätze 

und / x* = — die Beziehungen d{x)^ = 2x und i(x») == 3a;*, von denen 

er dann weiter auf die höheren Potenzen mit positiven und negativen Ex- 
ponenten scliloss. Es folgt dann die Regel für die Differenziation der 
Quadratwurzeln. Von dieser ist bereits erwähnt worden, dass er sie ohne 
Begründung und unrichtig in der Abhandlung vom 26. Juni 1676 hinge- 
stellt habe. Auch hier sind die angegebenen Sätze über dieselbe falsch, 

indem er zuerst d^x = -jr- , sodann d^^s oder d \jf V = — ^x * = 

— K/--. setzt, und rfV« + ft2 + cs* = ===^ findet. Die 

V X x.dz>la^bx+cz^ . 

früher beiläufig gefundene Regel der Differenziation eines Productes : dxy =: 

yds+sdtf findet sich hier nicht, ebenso wenig wird der Werth von / -? 

^ 9 

mit unter die Fundamentalsätze aufgenommen, ein Beweis, wie es scheint, 

dass Leibniz auf diese beiden Theoreme damals noch lieinen Werth legte, 
indem es ihm nur darauf ankam, eine Rechnung aufzustellen, die das allen 
damaligen Mathematikern unübersteigliche Hindemiss, welches die Brüche 
und Wurzeln der directen Behandlung in den Weg legten, i)eseitigte. 
Hierauf also, dass ihm dies, wenigstens bei der Differenziation gelungen, 
legte er das meiste Gewicht. Alle bisher erwähnten Abhandlungen machen 
übrigens noch den Eindruck, als ob Leibniz das Princip seines Verfahrens 



*) Gerhardt: „Die Entd, d. Differenzialrechnung durch Leibniz.*' 1848. 

pag. 26. 

**) Ebendaselbst. 

Gerhardt: „Die Entd. d. höher* Analysis.«« 1855. Beil. IV. 
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mehr gefühlt, als deutlich erkannt bähe, besondei's dadurch, dass bald die 
eine, bald die andere der Veränderlichen, x und y als gleichmässig wach- 
send angenommen wird, und dass dies ohne Princip, oft im Widers|>ruche 
mit einer schon gemachten Supposition geschieht. Klarer ist ein Manu- 
Script vom 11. Juli 1677*) abgefasst. Hier treten zum ersten Male die 
Fundamentalsätze der DifTerenzialrechnung auf, indem Leibniz hier, oder 
vielmehr in einer Umarbeitung aus derselben Zeit die Regeln für die DiiTe- 
renziation einer Summe, Differenz, eines Productes und Quotienten, sowie 
der Potenzen und Wurzeln richtig aufstellt, ohne jedoch die Beweise hin* 
zuzufügen. Wir können daher nur vermuthen, wie er auf diese Sätze 
gekommen ist. Zugleich aber, und dies ist sehr merkwürdig, giebt 
er jetzt die Annahme, die er in aüen früheren Abhandlungen 
gemacht hat, dx und dy als Einheit anzusehen, stillschwei^ 
gend auf, ohne sich hierüber zu erklären. Die Anwendung 
seiner Rechnung auf die Lösung des Tangentenproblems ist, wie es 
scheint, absichtlicb etwas verwickelt dargestellt. Von bedeutenderem In- 
teresse für die Begründung seiner Methode ist eine mit keinem Da- 
tum**) versehene Schrift Leibnizens. In derselben herrscht nun die 
Methode des Unendlicbkleinen ganz unverhüllt und ausgebildet vor; in« 
dem hier dx, dy als „infinite* parvae'% die Curve als ein „polygonum 
infinitangulüm '' erklärt wird. Diese Theorie aber war es auch wahrscheui- 
lieh, die Leibniz auf die geometrische Bedeutung des Integrals führte, welche 
sich hier zum ersten Male klar und deutlich ausgesprochen findet, indem 

er /ydx als die Summe von Rechtecken aus den Seiten y und dx de- 



r /yd 



finirt. Besonders auflallend ist es aber, wie er hier die Elemente seiner 
Methode erläutert. Indem er nämlich auf die gegenseitige Beziehung 
zwischen Summe und Differenz hinweist, sagt er: 



*) Gerhardt: „Die £old. d. höh. Anal/' 1S55. Beilage V. 

**) Daselbst. Beilage VI. Vielleicht darf man aus einer in diesem Ma* 



nascriple vorkommaoden Stelle: fx + y — t? aequ. /x+/y — /v, wo 



: /do+y — v 




also Leibniz das Diiferenzial der Veränderlichen, nach der integrirt werden 
soll, nicht beifQgt, schliessen, dass dasselbe vor dem Jahre 1696, io wet 
ehern er seihe Integralrechniibg veraffeollicbte , abgefasst ist« 
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Jam Termini seriei sunt summas diflerentiarum seu X aequ. /d-r, ita 3 

aequ. 1+2, et 6 aeqo. 1+2+3 etc."* Man sieht, dass, wenn in der vo- 
rigen Abhandlung das gieichmässige Wachsen von n stillschweigend aufge- 
geben worden war, diese Stelle dem früheren Verfohreo, x in einer arith- 
metischen Progression erster Ordnung wachsen 2u lassen und dx omstant 
anzunehmen, direet entgegen ist, indem hier j* als in einer. arithmetischen 
Progression zweiter, dx als in einer arithmetischen Progression erster 
Ordnung wachsend angenommen wird, so dass also die zweite Differenz 
constant sein würde. Auch ist diese Darstellung jedenfalls Ursache, warum 

Leibniz an der unmittelbar darauf folgenden Stelle: i x+y — v aequ. 



,.B.^x+,-„ 




x+ iy — fv das DifTerenzial unter dem Integralzeichen weglasst. Of- 



fenbar wusste er ihm keine Bedeutung unterzulegen. Nachdem diese Be- 
merkungen vorausgeschickt sind, entwickelt nun Leibniz die Fundameutal- 
satze senior Rechnung, und zwar, hier zum ersten Male, mit Beweisen. 
Bei der Aufstellung derselben verfiihrt er, wie schon erwähnt wurde, nach 
der Methode des Unendlichkleinen, er vernachlässigt bei der Entwickelung 

von dsy das Glied ixätf^ bei der von di -^ j das Glied asdx im N^uier; 

im Werthe von dxy setzt er an die Stelle von x wieder ein Product 
%Vy und indem er so fortfahrt und zuletzt alle Faotoren gleich setzt, ge- 
langt er zur Diiferenziation der Potenz u. s. w. .Der Logarithmus wird 2d)er 
auch hier nicht erwähnt. 

Dies ist der Eutwickelungsgang der Leibnizischen Lehre, wie er sich 
aus seinen erst neuerdings herausgegebenen Manuscripten ergiebt. Wir 
haben ihn bisher seine Methode an den wenigen Stellen, wo er auf das 
Prineip derselben eingeht, im Smne der Theorie des Unendlichkleinen be- 
i;rftnden. sehen. Betrachts wir j^zt die von ihm selbst veröffentlichten 
Abbandlungen. Die ^ste derselben, in wekber er seine EntdeckMng he*- 



— m — 

kaunt machie, ist rom Oetober des Jabrea 1684«*). Es ist hier nicht der 
Ort zu untersuchen, was ihn bestimmte, so lange dieselbe geheim zu hal^ 
ten, und welcher Umstand ihn bestimmte, ge-rade im Jahre 1684 mit sei- 
ner Lehre nach neunjährigem Schweigen heiTorzutreten**). Betrachten wir 
vielmehr die Art und Weise , wie er dieselbe in dem erwähnten Aufsatze 
vom Oetober 1684 darstellt. In dieser Beziehung nun müssen wir sagen, 
dass derselbe durchaus nicht geeignet war, eine Einsicht in seine Methode 
2tt gewähren, und es scheint allerdings, als ob Leibniz gefilissentUch eine 
solche verhüten woUe. Was zunächst den Umfang betrifft, in welchem er 
seine Entdeckung mittheilte, so ist derselbe ein solcher, dass er alle Ma<- 
thematiker der damaUgen Zeit in Erstaunen setzen musste. Leibniz theilt 
zuerst die Regeln für die Differentiation einer Summe, einer Differenz, einer 
Productes, eines Quotienten, einer Potenz und Wurzel mit, jedoch ohne 
jeden Beweis, giebt hierauf die Gesetze für die Bestimmung der Tangente, 
der Maxima und Minima und der Fleidonspunkte an und schliesst mit sei- 
.ner im JuU 1676 gefundenen Lösung des Beaunß'sohen Problems« Sehen 
wir aber zu, wie er sich über die Bedeutung der Differ-enziale ausspricht. 
Dem Vorigen nach sollte man erwarten, dass er sich der Theorie des Un^ 
endlichkleinen gemäss uber^ sie geäussert und dieselbe hier entwickelt habe. 
Dies ist aber keineswegs der FalL Er rechnet überall mü denselben, wie 
mit allen anderen Grössen und fügt die einzige Bemerkung hinzu: „No- 
tandum &JF&dx eodem modo in hoc calculo traotari ut y&dy vel aliam 
Uneam indeterminatam cum sua differentiali ^S und hei Gelegenheit der H^ 

• 

gel» die er zur Lösung des TangentenproMems aufstellt, sagt er, indem 
9 die OrdinatQ, VB die Subtangente der Curve bedeutet, an die die Tan*- 
geate gelegt werden soH: „ Jam recta aUqua pro arbitrio assumta vocctur 
ds. et recta > quae sit ad dr ut ti ad VS vocetur dv sive differentia ipsa*- 
rujn t;, '' Das heisst also : man suche für die gi^gebene Curve den Diffe«- 
renaqiiottenten; derselbe geht, we&n die Differenzen sicli annuUven, in -das 



*) „Ada Eruditorum." 16S4. mens. Oclobr. pag. 467: unler «Icm Titel: 
„Nova melhodus pro Haximis et Minimis, itenique tangenUbus, quae oec fractaf«, 
nee irrationales quantitates noratur, Qt singuUre pro iliis calculi genus.'* 
G. G« L« 

•*> Gerliardt: »»Die Bntd, d. hOb, Ann!.'' 13SS. pag. M--71 stellt 
Leibnizens Veihiitius« ^u Tsebimhaaa als Grusd dar. 
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Verbaltniss der Ordinate «ur Subtangente aber; wird also an die Stelle der 
annullirten Differenz eine beliebige Grösse dx gesetzt und dann eine andere 
bestimmt, die sich zu ihr veriialt, wie die Ordinate zur Subtangente, so 
wird diese durch dtf bezeichnet. Freilich aber bezeichnete Leibniz die Diffe- 
renzen sowohl vor ihrem Verschwinden, wo sie also Differenzen der Cur- 
venordinaten shid, als nach ihrem Verschwinden, wo an die SteUe dersel- 
ben andere Grossen treten, deren eine beliebig ist, und deren andere die 
zugehörige Differenz der Ordinate der Tangente ist, mit denselben Buch- 
staben, und sprach nur im Allgemeinen Ton Differenzen, indem er mit 
demselben Worte ebenso wie mit demselben Zeichen Tersciiiedene Bedeu- 
tungen verband. Indem nun, wie erwähnt, dx beliebig ist, kann es con- 
stant angenommen werden, was, wie Leibniz- am Ende seines Aufsatzes 
bei der Auflösung des Beaune*schen Problems angiebt, ein gleichmässiges 
V^aohsen der Abscisse bedeutet. Von der Integralrechnung findet sich hier 
nur die Andeutung: „Notandum etiam non dari semper regressum a diffe- 
rentiali Aequatione, nisi cum quadam cautione, de quo alibi. ^^ Diese Er- 
klärung über seine Integralrechnung, auf die Leibniz hier verweist, erfolgte 
jm Jahre 1686*). Hier nun treten die Differenziale dx^ dg wiederum als 
unendlich kleine Grössen auf, sowie uc in dem zuletzt erwähnten Manuscripte 
hehaiidet worden sind; ein Grund, wesshalb Leibniz die 1684 
aufgestellte Ansicht in Bezug auf dieselben verliess, findet 
sich nicht angegeben. Ausführlicher aber entwickelt er die Lehre des 
UnendUchkleinen in einer Abhandlung vom Jahre 1689^), die er gegen di^ 
philosophischen Ansichten, welche Newton*s 1686 erschienenen Princ. phil. 
nat. zu Grunde liegen, abfasste***). Hier erklärt er geradezu, die Differenziale 
könnten so klein genommen werden, dass sie im Vergleich mit anderen Grössen 
vernachlässigt werden könnten, wie der Durchmesser der Erde im Ver- 
gleiche mit dem DurchAiesser des tfimmek. Nach dem aus den Manu- 
scripten vor dem Jahre 1684 MitgetheBten wird es iridit wundeii)ar er- 



*) „Acta Erudilorum." 16S6. 

**) „Acta Eruditorum/' lCi89. pag. 86 d. 86 : „Tentamen de molaum 
coelestium causis. " G. G. L; 

«♦♦) Guhrauer'9 Biographie. Th. 1. pag* 293 — aOO; Baphson: „Historia 
Suiionum"; Brewster: The life oi Sir Isaac Newtons Ghapter XII* 
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scheinen, dass Leibniz zu der hier ausgesprochenen Lehre gelangte; rnaii 
wird aber auch nicht allzu weit von der Wahrheit entfernt sem, wenn 
man behauptet, dass seine hier gegebene Auffassung der Diiferenziale mit 
iseinem philosophischen Systeme der Monaden, welches er ja um dieselbe 
-Zeit ausbildete, in Beziehung stehe, dass ihm Differenzial und Monas nur 
verschiedene Ausdrücke für denselben Begriff sind; wissen wir doch, wie 
erwähnt, dass mit dieser Abhandlung ein philosophischer Streit Leibnizens 
mit Newton begann. Eine andere Frage aber ist die, wie es kam, dass 
seine »Theorie des Unendlichkleinen , durch deren Aufstellung einer Reihe 
von Widersprüchen Thor und Thür geöffnet wurden , von den Mathema- 
tikern der damaligen Z€it ohne Weiteres und so begierig aufgenommen 
ward. Hierauf wbrd man ohne Bedenken antworten können: einmal weil es 
mehr im Geiste der damaligen Zeit lag, die Wissenschaft zn erweitern, als 
sieher zu begründen; zweitens aber und vorzüglich, weil die Vorstellung 
des Unendliehklmnen damals eine ziemlich geläufige war (wir erinnern nur 
an Robervaf s und Cavaleri's Lfehren des Untheilbaren) ; indem nun Leibniz 
.einen Algorithmus gefunden hatte, mit dessen Hülfe man 'das Unendlich- 
kleine im Calcül fixiren und in Rechnung bringen konnte, setzte man sich, 
im Hinblick auf die so erzielten glänzenden Resultate, über die mit dieser 
Vorstellung vei^nüpften Inconvenienzen leicht hinweg. Insbesondere trugen 
Jacob und Johann Bemoiüli und der Marquis de l'Hospital (Marchio Hospi-^ 
talis) durch glückliche Anwendung der Leibnizischen Methode auf die 
schwierigsten t^obleme dazu bei, ihr rasch und schnell Eingang und Ver- 
breitung zu verschaffen. Als sie aber erst einmal festen Fuss gefasst 
hatte, fand sie in der Leibnizisch- Wolfischen Philosophie eine natürliche 
Beschützerin, und ward durch dies^ aufrecht erhalten. Freilich aber gab 
es schon damals Männer, welche, wie der Leibniz so innig befreundete 
Hüygens, der Methode der Alten getreu blieben, ohne jedoch gegen die 
neue Reehhnng^ sich geradezu zu erklären. In diesem unangefochtenen Zu- 
stande soUte dieselbe aber nicht lange bleiben. Ein Holländer, Bernhard 
Nieuwentiit (oder Nieuwentijt) , war der erste, der im Jahre 1695 gegen 
sie auftrat^) und somit die Reihe der Angreifer eröffnete, die sich bis auf 



*) „Acta Eruditorum/' 16^5. pag. 872: HC<^i^si<^®f>^^ones circa calculi 
differentialis usum/< I - 

Weiitenborn, Prino, 4, Mh. Anal. * 
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unsere Tage gegen die Theorie des UnendlicfaUeinen erheben haben. Mit 
sehr richtigem Takte, freüich, wie unten gezeigt werden wird, mit wenig 
Gluck wandte er sich nicht gegen Leibniz allein, sondern auch gegen die 
Brüder Bemoulli, die haiqitsächüchsten Verbreiter der Methode de&selbeiu 
Sehen wir hier zunächst zu, was er gegen Leibniz seihst gdtead machte. 
Es waren besonders drei Vorwürfe, die er ihm machte, nimUch:' 1) Leib^ 
niz hdbe ebensowenig als Barrow und Newton, bei denen sohon die unr 
endhch kleinen- Grössen vorkamen, erklären können, wie sie siehr Tom Nichts 
oder der Null unterschieden; 2) es sei nicht klar, wie sich^ die Oifferenziale 
höherer Ordnungen von denen der ersten Ordnimg unterschieden; 3) die 
Differenziahnethode könne auf ExponenziaUunctionen nicht angefwandt werden. 
Leibniz vertheidigt sich hingegen folgendermassen^) : Zuerst spridlt er »<^ 
darüber, dass man überhaupt an einer Bechnupg, deren,Fnichtbarkei| sich be- 
reits bewährtj Ausstellungen mache, dahin aus**): „Egp.qmdemlilteor ma^ü 
me eorum diligentiam facere, qui accurate omnia ad prima principii^ usqile 
demonstrare contendunt, et in talibus quoque Studium^ non. riuro poisuisse; 
non tarnen suadere, ut nimia scrupulositate arti inveniendi ob^ ponatur, 
aut tali praetextu optime inventa rejiciamus, nosque ifs^k» eontm friiotu 
privemus/* Schon die hier ausgesprochenen Grundsatze lassen yenuatheB, 
dass Leibniz sich ausser Stand gefühlt habe, die ihm gemachten Vorwürfe 
gründlich zu widerlegen; und dies bestätigt sich ToUkfinmien. Auf. den 
ersten Streitpunkt Nieuwentiit-s antwortet er nämlich so*^): „Et^qnae 
tali (es ist von unendlichkleinen Grössen die Rede) quantitale nön.diffe*- 
runt, aequalia esse statuo, quod etiam Ardiimodes sumsit aliique potit 
ipsum omnes. Et hoc ipsum est, quod dicitur differentiam esse ^avis 
data minorem. EtArcbimedeo quidem prpoessu res aen)|HBr dodnctbiie ad 
absurdum confirmari potest. Quoniam tarnen metfaodus direola: brevior est 
ad intelligendum , et utiUor ad inveniendum, suffiott cogoita semel redu- 
cendi via postea methodum adhiberi, in qjoa incon^arabiiiter miftura negii* 
guntur, quae sane et ipsa secum fert demonstrationem suam seoiindum 



*) „Acta Erudilorum.*' 1695. pag. ElO: .»Responsio ad nonnullas dif« 
ficaltates a Dno Bernharde Nieuwentijt circa methodum dllferentialem seu in* 
finitesimalem motus.'' 

**) In demselben Aufsätze, pag« Sil* 
*) Ebcndiselbst. 
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lemma' a me F^bp. 1689 oommunicatam. Et si quis talem aequahüilatiB 
deflnitloBem nejreit, de nemine digputat Sufficit enim inteDigibilem esse et 
ad inveniendmii ntilem ; cum ea' quae alia magis (in speciem) rigorosa met- 
thodo inv^niri possunt, hac methodo semper noh minus accurate pnodire 
sit necesse. '^ Man. sieht also, in Bezug auf den Unterschied , der zwischen 
dem Unendlichkleinen und dem Nichts oder der Null stattfinden soll, be- 
ruft sieh Leibniz auf die Autorität des Arohimedes. Indem er aber forth 
fahrt, seine Beweismethode habe vor der deductio ad*' absurdum den Vor- 
zug der Kürze und Nützlichkeit zum Erfinden, es Hessen sich aber alle 
Sätze auch durch die deductio ad absurdum beweisen, gesteht er mehr als 
zur Hälfte zu, dass diese letztere eigentlich diejenige ist, auf die man sich 
am meisten verlassen kann; ob. aber eine solche deductio ad absurdum 
immer möglich ist, darf billig bezweifelt werden; Maclaurin versuchte sie 
später (s. $. 4) und wir haben oben gesehen , mit welchem Erfolge. Auf 
den zweiten Einwurf antwortet er damit, dstss er zu zeigen sucht, es be- 
stehe zwischen d^x und dx derselbe Unterschied wie zwischen dx und 4*, 
es sei also d^x im Vergleich, zu da: unendlich klein, ebenso wie ds im 
Vergleich zu x. Um dies zu beweisen nimmt er an, y wachse in einer 
arithmetischen, s in einer geometrischen Progression, so dass dy con- 
stant, dx aber nicht constant. ist. Es verhält sich demnach ds zu dy, 
wie eme veränderliche Grosse, die er wieder mit x bezeichnet (und hierin 
lieg^j.yfie man sogleich- bemerken wird, der Nerv seines Beweises sowohl, 
als der Fehler, mit d^n derselbe behaftet ist) zu einer Constanten r z.B. a. 
Es gilt also nach seiner Meinung dann die Proportion: dx:dy^=s:ai 

woraus folgt: dx = — ^. und mithin^ da a und dg. constant smd: d^s=: 

dxdv 

^ ; also verhält sich: d^x : dx ^ dy : a; nun aber verhielt sich dxidy^ 

x:a oder dy:a=dx:Xy mhhin ergiebt sich die Proportion: d^xids 
s^ dxiXj und somit hält Leibniz seine Meinung für bewiesen. Das Un- 
zulängliche dieser Schlüsse ist jedoch zu aug]enfalUg, als dass es nöthig 
wäre, länger dabei zu verweilen. Was ei^hch den dritten Einwand Nieu- 
wentiifs betrifft, so ist schon fhlher angegeben worden, dass eine be- 
stimmte Begd) fa0 die; DifiierenziaitiosL dar Eay ottenziaHimBtioii oder des Lo- 
garithmen von Leibniz nicht aufgestellt worden ist. Sehen wir daher 

zu , wie er sieb Uer ausspricht. Er sucht nicht das Differenzial der eih- 

7* 
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fachen ExponenziaifuikctioD, die bekannllioh in ein«* Potedi mit constanter 
Basis und Tariabdem Exponenten besteht, sondern das einer Potena jf = af, 
in der sowohl die Basis x als der Exponent v veränderlich sind. ZuYdr- 
derst nun gesieht Leibniz, dass auf gewöhnlichem Wege die Auffindung 
des Differenzials nicht möglich sei , denn es folge ms y = x* 

rfy = (x+iljr)*+*'— Jt* 
und, wenn man (pi^isßf^ nach dem binonuscben Satze in eine Reibe 
verwandle, so dass also 

dy = a?*-Mr +!L±J! j:«+*h-i . ixJr — a?* 

wird , und nun ix^ dv, dt/ in Null übergehen lasse , erhalte man = 0, 
womit weiter nichts anzufangen sei. Um diesem Uebelstande zu entgehen, 
nimmt Leibniz von beiden Seiten der gegebenen Gleichung y = a;^ die na- 
türlichen Logarithmen, so dass sie also, wenn dieselben durch l angedeu- 
tet werden, die Form annimmt: 

l.tf = V .1 .X 



oder: 



ß='ß- 



%• » 



Werden beiderseits die Diflerenziale genommen, so erhält man: 

dy dx , ^ , 
y X 
Indem nun Leibniz v als eine Function von s und y voraussetzt , wird 

dv = mdX'{^ndy, wo m und n ebenfalls gewisse in jedem einzelnen Falle 

zu bestimmende Functionen von x und y sind. Somit nimmt also die 

letzte Gleichung die Form an: 

— = ü— +m . Ix . dx+n ,ls .du 
y x^ ^ 

oder: 1 n,lxjdy=zl — f-m.teJAr. 

Offenbar ein Rechnungsfehier ist es, wenn Leibniz hieraus sehliesst : dxidg 
= y • — l- w • t^i indem sich ergid)t : 

9 S 

allein ebenso augenscheinlich begeht Leibniz hier emen Girkel im Beweise, 
indem er ohne Weiteres /. ~ für I. y , / -^ für l.x setzt. Denn da Lo- 
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^aritbmus lind Exponenzialfanction nüi' yerschiedeoe AnfTslsduiigeh dersel^ 
ben Sache sind; erhellt, dass er das eben zu Beweisende bereits als be- 
kannt annimmt. Man sieht daher aus dem Bisherigen, dass Leibniz aller- 
dings nicht im Stande war, die von ihm aufgestellten Regeha hinreichend 
zu beweisen und wir sehen ferner, dass er seine Differentialrechnung ge-^ 
brauchte , weniger weil er von der Sicherheit und Gewissheit der Methode 
überzeugt war, als weil er bemerkte, dass dieselbe fasslich (freilich nur 
bis zu einem gewissen Grade) und geeignet sei, um mit ihrer Hölfe Neues 
zu entdecken. Die hier angegebenen Beweise, vielleicht auch die ausge- 
sprochenen Grundsätze mögen indessen Leibniz selbst nicht befriedigt und 
ihm selbst nicht hinreichend geschienen haben, denn in demselben Bande 
der Acta Eruditorum, bevor noch sein Gegner Etwas über seine Vertheidi- 
gung hätte sagen können, Uess Leibniz eine zweite Abhandlung zur Be- 
gründung seiner Methode einrücken*). In derselben verweist er, wä9u*end 
er in seinem ersten Aufsatze sich auf seine in den Act. Erud. in dem Jahre 
1689 dargestellte Theorie sich bezogen halte, auf — seine erste im Jahre 
1684 aufgestellte Ansicht**): „Nempe inspiciatur Tab. ad pag. 467 dicti 
änni I6S4, reperietur dx elementum abscissae ÄX vel jr repraesentari per 
rectam assignabilem in figura separatim positam et deinde dy, elemebtiun 
ordinatae XY seu y repraesentari per rectatti, quae sit ad dictam dx jam 
inassignabilem ut XF ordinata est ad XD interceptam in axe inter tangen- 
tem et ordinatam. ^' Wur sehen also , Leibniz flüchtet offenbar zu der im 
Jahre 1684 aufgestellten Theorie zurück, die Differenzen bis zu Null ab- 
nehmen zu lassen und wenn sie verschwinden, oder wie er sich hier aus- 
druckt, inassignabfles werden, andere endliche, assignabiles, Grössen aü 
ihrer Stelle zu substituiren , deren eine, (2jr, willkürlich ist, und die er m 
d(ßr That in der Figur zu seiner Abhandlung vom Jahre 1684 als eine 
endliche Linie dabei gezeichnet hatte , während die andere , dg , dadurch 
bestimmt wird, dass sie sich zu dx verhalten muss wie die Ornate zur 
Subtangente. Sehr bezeichnend bedient sich Leibniz in der eben angeführ- 
ten Stelle des Wortes „ repraesentare 'S indem die neuen, assignabflen 



*) „Acta Eruditorum/' 1695. pag. 369: „Äddenda ad Do. G. 6. L. 
Schediasma proximo mensi Julie pag. 310 et sequ. insertum.*' 
♦♦) Daselbst, pag. 370. 
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flcftsften die ursprtoglicluni, wenn «e inaarignahel wAvdeii, ^ertceteo. Ikber 

die böheren DiffereiuialquotieBtQii drückt er sich -hier so aus*): nfol* 

enmt ad eiindem axem in üsdem punctis applicari ordinatae secundae ad 
DOYam liaeam terminatae, proportiooales diflferentüs primi -gradus seu ele- 
jnentis ordinatarum lioeae 'primae. Quod si jam idem fiat pro secundis 
iordinatis, quod lactum est pro primis., habehunlnr ordioatae ad Hneam 
tertiaiHt proportionales primariun ordiuatarum differentio-differentialibiis, 
seu differentiis secundis. '' Wie es scheint« memt Leibniz hiermit, dass der 
Werth eines jeden Differenzialquotienten als Ordinatengleichung einer Cunre 
angesehen und dieselbe stets oonstruirt werden könne, 'Sowie Newton die 
Jböheren Fluxionen geometrisch dargestellt hatte. Möglicher Weise .meint 
er aber auch dasselbe, was er kurz darauf ausfuhdieher so rausdruckt**): 
4, Quod si soiae darentnr ditferentiae primae, sequeretur jomnes ordiuatas 
cresoere uniformiter, seu omnem hneam esse TectanL Interdum autem 
continuando ahquouaque differentiationeS:, tandem finiendum est^ cum ni- 
mirum linea difEerentiarum repraesentatrix, secunda ¥ei tertia vel aka ulte- 
liqr., fit recta. Nempe si ordinatae primae sint ut abscissaei, tone ünea 
ipmoA «st recta, & caret differentiis secundis. 8i ordinatae primae rsint 
ad j>arabolam (nempe quadraticua) seu si sint ut guadrata absdssarum, 
Xunc knea secunda erit recta, et linea prima '(parabola sciUcet) ^arebit dif- 
ferentiis tertiis. Si ordinatae primae sint ad parabobidem «ubicam , seu 
siai ut cubi abscissarum, tunc linea tertia erit recta, et linea prima Q^- 
raboloeides scäicet cubica) carebit differentiis quartis & iia porro. Idem 
est si ordinatae (primae scilicet) eomponantur ex ordinatis paraboloeidnm 
dicüs, siye per additionem sive per subtractionem, tuuc enim fimentur 
tandem differentiae cum altfesimae parabolooidis ii^edientibus ordinatis. Sed 
in xaeteris lineis omnibus differentiaitiones iproeadunt in mflniUnn, qnoties 
3cilioetrin i^alore ordinatae abscissa in nominatore vsd vinculo r^peritur. (Und 
offenbar mit »Bezug auf seine obige Erklänu^ der Differenziale 'fahrt «^riort): 
Ex Us-jam intelligitur odeolum diffierentialem posse concipi, tanqum si Jerü 
non -nisi in quantiUtibus »ordinariis ; tametsi origo ex ]iiassqpiabilS)us [petenda 
sit, ut abjectionum seu destructionum ratio reddatur.'^ Dieselbe Ansicht 
entwickelt Leibniz ausföhrUcher noch in einer besonderen, neuerdings 

*) Ebendaselbst. 
**) Ebendaselbst 
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feefäfOdg^g^^heil ächi^*), äietvi^ä^iÜ—) nadi dem Mxte *I?dO '%^fksÄt 
ist. ^In Ü^rsi^Qren spricht sieh Leibniz nur noch deutlicher und bestimmter 
tus ^s in der tetztgenannten Stelle der Acta Efud. Er 'sa|t daselbst**^): 
„Iffifai aliquoties propositum fuit, demonstrationibus flrmare calcüli nostri 
lundamenta, ei subinde jam tum indicavi fontes eo consilio, ut cd 'oUum 
Sit, occupare hanc öperam possit. Nondum tarnen Tidi, qui fecerit. Nam 
quod doctissimus Hermannus coepil agere in scripto contra Dn. Nicuwett- 
tHtium pro me edito, absolutum nondum est/^ Hier also gesteht Leibniz 
offen Bin, dass bis jetzt seine Rechnung noch nicht begrüntiet sei, er ge" 
st^ht also ein, dass ^eine Methode des Vnendlichkleinen keinen hinlänglichen 
'Beweis enthalte und es ist wohl zwischen den Zeilen zu lesen, dass er die 
vorliegende Abhandlung zum Behufe einer Begründung der Ton ihm aülfee- 
Btellten Regeln aufgesetzt habe. Wie erwähnt, führt er 'hier das länger ids 
Hiß Jahre vorher, im Jahre lff84 'Angedeutete tmd im Jahre 16^5 Wiedcr- 
^holte weiter aus. An die Stelle der Differenzen dx, rfy, wenn 'sie quanti- 
tates inassignabiles werden, also im Yerschwindungszustande sind, denke man 
sich andere , endliche Grössen , quantitates assignabiles gesetzt , die er hi^r 
vnt (i)Jc, (rf)y bezeichnet: „Assunratur pro arbitrio" sind seine Worte f) 
redta quaecunque (d)x (Fig. S4) manente puncto iX, et puncto 2^ ipsi 
ütcunque accedente, semper permanens, et fiat alia (d)y, quae Sit ad 
ipsam {d)x ut y ad jXf seu ni dy ad dx , , . , eruütque semper (fi)*, 
(d)f/ rectae ordinariae seu assignabiles"; und ff): „Licet autem quantita- 
tibus assignabilibus (d)y , (d)v, {d)z, (d)x etc. possimus esse content!, 
cum ita Iructum omtiem calculi nostri percipiamus, nempe constructionem 
per quantitates assignabiles, pätet tarnen hinc 'fingendo saltem pro Ulis 
posse substitui inassignabiles djr, d|jr per modum fictionisttf) etiamin casü 
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*) .y^rHistoria et origo caleuli diffenenüalis a G. G. Leihuitio QOiiscripta.^ 
Herausgegeben von Dr. Gerhardt. Hannover. 1846. pag. 39 — 50. 

**) Da in dieser Abhandlung pag. 40 eine Schrift eines damaligen Ba- 

w 

seier Mathematikers, Hermann, erwähnt wird, die, wie man aus den ,, Actis 
Eruditorum" 1701. pag. 28 erfährt, im Jahre 1700 erschienen ist, so ist 
ersichtlich, dass dieser Aufsatz Leibnizens nach dem Jahre ITOO entworfen ist. 

*•♦) „ Historia et origo etc. ** pag, 40. 

f) Ebendaselbst, pag. 46. 

tt) fi^aselhsl, pag. 46, 

ttt) Eine Stelle, rfie diese, mitss Haclauriii im : Sinne gehabt häb'en, 'als 
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quo evaneseunt, qnia ijf : da; redvei potest semper ad (<2)y : {tpa ratianem 
inter quantitates assiguabiles sine dubio reales/' Hiermit abo hatte Leib- 
m2 eine Methode angegeben , me die von ihm aufgestellten Satze bewiesen 
werden können, und man wird wohl, da dies die letzte bekannte Abhand- 
lung ist, die er über diesen Gegenstand verfasste, annehmen können, dass 
er diese Ansicht bis zu seinem Tode beibehalten habe. Sei es aber, dass 
die im Jahre 1695 in den Actis Eruditorum befindliche Stelle nicht bemerkt 
ward, oder sei es, dass sie, wie die erste Yeröffentlichung Leibnizens im 
Jahre 1684, nicht verstanden ward, oder endlich sei es, dass die Theorie 
des Unendlichkleinen dem damaligen Zustande der Wissenschaft mehr zu- 
sagte und zu fest gewurzelt war; genug die letztere behielt, insbesondere 
während der Blüthezeit der Leibnizisch- Wolfischen Philosophie, die Ober- 
band, und die Stimmen, die sich gegen sie geltend machten, yerklangen, 
freilich wohl vorzüglich aus dem Grunde, weil lange Zeit Niemand etwas 
Besseres an ihre Stelle zu setzen vermochte; denu Leibnizens zweite 
Theorie der Substitution assignabler Grössen scheint sehr früh in gänzliche 
Vergessenheit gerathen zu sein*). 

Nachdem im Vorigen die Art und Weise, vrie Leibniz zur Aufstellung 
seiner Differenzialrechnung gelangte , entwickelt ist , mögen nur einige Be- 
merkungen über den bekannten Streit mit Newton folgen, lieber densel- 
ben ist bereits viel gesprochen und hinüber und herüber debattirt worden, 
immer aber ist der eigentliche strittige Punkt, wie es scheint, noch nicht 
klar und präcis genug hervorgehoben worden. Die einen fragen, wer der 
erste Erfinder der DifTerenzialrechnung , die anderen, wer der Entdecker 
der höheren Analysis sei, noch andere, wer zuerst den Algorithmus der 
höheren Analysis aufgestellt habe u. s. w. Dass, je nachdem der eine diese, 
der andere jene Frage berücksichtigte, die Antworten verschieden ausfielen, 
kann nicht verwundern. Wenn vrir nun unter höherer Analysis die Methode 
verstehen, mittelst deren stetige Gesetze der Rechnung unterworfen wer- 
den, sie mögen auf dem Gebiete der Geometrie, z.B. an stetig gekrümm- 



er Leibniz vorwarf, er habe seine Differenziale für blosse Fictionen erklärt 
(s. $. 4). Dasä er diese Abhandlung gekannt habe, ist wohl nicht wahrsdieinlich. 
*) Erst neuerdings ist diese Methode von Snell in seiner ,«Cinleitang 
in die Differenzial- und Integralrechnung zur Begründung der Fundamental- 
sätze der höheren Analysis consequent angewendet worden. « ; 
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ten liaien dlei* Curreik u. s.w., öd«r aaf ieh Gebiete' der tfediatiiW, z. 9. 
bei der beschleunigteil oder terzögerten GeschwilHligkeit u. 6. w. auftreten, 
die Methode also, deren Grundprincip der ^grUT der Function und der 
Veränderlichkeit ist; so mdssen wir ohne Zweifel Newton zugestdien, dass er 
früher als Leibniz eine Methode aufstellte (denn die Abfassung seiner „ Me- 
thodus fluxionnm^Mällt in das Jahr 1671), welche, wenn auch nicht in allen 
FJilien direct, so doch mittelst der unendlichen Reihen bjs zu jedem bdie- 
bigen Grade der Genauigkeit alle Aufgaben der genannten Art löste. Ebenso 
aber ist zuzugeben, dass Leibniz eine andere Methode aufstellte, zwar sp&r 
ter als Newton, aber eine Methode, welche die des letzteren in vielen Din'«- 
gen an Vdlkommenheit übertraf und endlich ganz verdrängte. Hierüber 
also kann ein Streit mcht obwalten, ebensow^»g darüber, dass ' Newton 
sowohl als Leibniz jeder für sein Verfe^ren einen eigenihümUcheft Algo^ 
ritl»ktuä erA'nden. Denn dass Leibniz 'deil seimgennidit vbn Newton tot-^ 
Muite, Isoadern durdi einrä ganz nätarg^mässen Gedankengang auf doi«- 
is^en Mngeleitet wurde, wird aus dem Obigen ersichtlich sein, ^mr "mü^-*» 
sen al^o sagen: Sowohl die von Newton aufgesfelkJs Fluxiohs-, als die von 
Leibniz erfundm Differenzialrechming sihd z<ir höheren Aaalysis zu rech-- 
nen. Erst^är stdlte &6in Verfahren auf, das des letzteren aber war das 
vollkommnere. Eine weitere Frage ist aber offenbar die, ob L^ibdiz, als 
der Urheber der später entdedtten Methode, nicht durch das von Newton 
angegebene Verfahren in dar Aufstellung der Fundaiaentalsätze gefordert 
worden sei. Diese Frage ist neuerdings dahin entschieden worden*), „dass 
Leibniz ohne alle fremden Winke, lediglich mit Hülfe seines neuen Algo- 
rithmus die Fun4amentalsätze der höheren Analysis (d. h. der Differenzial- 
rechnung) gefunden habe. ^' Als • Beweis hierfür werden seine der obigen 
Darstellung zu Grunde gelegten Manuscnpte angefahrt; deren frühestes, in 
welchem offenbare Spuren der Differenzial- und Integralrechnung sich fin-r 
den, vom 29. Octöber 167S ist. Wir untersuchen zunächst die MögUch- 
keit, ob Leibniz damals von Newton*s Fluxionsrechnung etwas wissen konnte. 
Dass Newton seinem Lehrer Isaac Barrow seine Abhandlung: „De analysi per 
aequationes numero terminorum infinitas^' bereits im Jahre 1669 mitgetheilt **) 



*) Gerhardt: „Die Entdeckung der höheren Aoalysis/' 1SS5., pag. 6S|« 
**) Brewster: «Th^ lif^ of Sip {sfac. Newton, '1 iioadop. 18S1. und 
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mi dms raueh GoUms bei Lahmem .AnweMuheit .in london :im Sab» 
.1673 von Newton*6 MeUiode Kenntnis hatte, isX nicht su beameifidn*). 
Weiter :aber geht Buffon, indein er ersäblt**): «yDe .plus en 1672 New- 
ton dans uae Lettre ecrite & Coltins, hii envoie un exemple de isa Methode 
4eM Tangentes, comme un Corolbire, dit-iL, d'une Methode igenerale, 
iqu'aucunB coinpfication de Calcul n*anrite, et qui Bietend noniseidßm^t aux 
Coiubes Geometrigues , mais mtme am €ourbe0 Mecaniques, et qui outre 
la flobltion coniplette de la qneatiou des Tangeirtes, donne eacdre celle de 
jthiaieiu» Probl^mes beaucoup plus difficUes comme des Gourbures des 
Gourhes, de leurs Aires, de leurs longueurs, de kurs Centre de grayit^. 
^yTn'\ dit^U, „Joint cette .Methode ä uAe autie qui donne la .readulaon 
lies Equations par des suites iufiniea etc.*' On yoit hien, que oes deox 
Methodiss aoid :1a Methode direde et uiYerse des Fluuons, et .ccüle dcß 
Suites Infinies telles qu'eUes.sont dans ce Tratte ;&it en 16.71. Tsdum- 
liaus au mois de Mai 1675, Leäailz au meis de.Jouiki 1676 et Sluaius 
4^s le 29 Janvier 1673 avaient refai des copies de :oetie Lettre, rc'etoit 
ODÖmetä Toceasion de la Methode des Tangentes ide-Siosius, que Newton 
TAT^it ficrile, .fl loue beauoDup rinvention de filosius, qui en effet avoft 
trouvi sa Methode avant que d*avoir yA ceUe de Newton, et il l'af oit 'en- 
;v.oiee:le 1.7 lanvier 1673 k Oldembourg/' Eine Beweisstelle für diese Be^ 
dianptung wird nicht angeCIhrt. Immerhin aber Ueibt e» )möglich, dass 
Xsohhmhaus, der ^ im Jahre 1675 in London war und daselbst die Be* 
kanntschsA von Wallis^ Newton, CoHms, Oldenburg machte *^), alkrdings 



^/Gomoiercium epistolicum Joh« Collinsii et aliorum de analysi promoU, jussu 
societalis regiae in lucem edilum/' Londini 1712« 

*) „Commercium epistolicum etc.'*; I. Newtoni: Enumeratio linearum 
tertii ordinis; Sequilar illustratio ejusdem tractartus ^auctore Jacobo Stirling.*' 
Pansiis 1707. pag.'4S u.a. €i 

**) Pr^faoe :Ba ssiner Itebenetanag viw R€Wtott''s IMelliodits rfloxionnm 
p4g,,XV., vDieae Vorrede, die MonUioU io. seiner i,ttistüiiie 4« «Mtbiiaatiques '' 
.Tome n. pag. 3G4i gewiss mit Schonuti}; eine: »»J'rebcertris curieuse^'.nenn^ 
tmgt den Charakter der LeidenschafUicbkeit und Gehässigkeit in hohem Grade 
an sich« Jedenfalls ist der Wertli, der in der angeführten Stelle auf Newtou's 
Tangentenmethode gelegt wird, gerade einer der schwächsten Tunkte seiner 
Methode (rergl. $. 3:) , Qbertri^ben. 

^ Gerhardt: Die fidftd; d. h«h. 'Anal. lBt^5. pag.:66. 
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«Mm tqh Mmtbv^s lid»)» iKiAtnen liibe. liaäevi ilemelhe nun im Bfpr 
tember deftflelbctB Jahres 167fi isich oaeh.Pirris faeg&b, wo «er mit heibrnt^ 
d^B er Bmfe ¥on CddoRbiu^ tmitbmebte^) , iso befreundet wurde, dM6 :sifl 
zuflanunen arbeiteten^, bo ist es minäesieiis dankbar, dassLeibDU, wean 
aaeh mcht direot ¥qu Newton roder Collins, doch auf xlean ^genanoten Wege 
von der Eluxionstheorie gebort habe. Sehen ^ir tiun 2u,^ aith in Iiei^ 
ttizens ttantmcri^ten laiis idieBer iZeit etWae findet., was darauf bioKudealea 
«cheint, sdass dem wM&Iioh .00 igeweeen sei. Eine solche SfeHe soheiiit .mmi 
allerdings in dem irom IL. .!Vavenfl)er Wlo datirten AilTsalare Ijeibnixeoe 
vorauli^en. Wie cl»en '^wabnt wurde, nilun er iluHfieb a: ak in -eiaer 
araÜimetisGh(m PtegifeiseiQn .(ler^ter Ordnung) waobsend an. An dieaer 
Stelle***) nun lerikißrt (er Mäh (biernbet* «0: „cp. lesse ^pvcigressiDnis .Axitb* 
meticae signifloat-motum |(tinter tdesoifib«nd«lln) in («xe AB eese uniformem. 
Aescriptiimes autem, !^icie isuppoAiuit motum aUquem e«ße uniforadeai, inoil 
sunt pr/mm üx Hostra .^otestate. Neiitieieniiti poteuinito'^pFOducere mobi» 
unifoFm^m, nt« oeodtinile inlerruptniiu '' ffedec, rder difise ^Stefle lUnbefangen 
best, 'iwipd idoreh idieseUio ganz suM^Uiicticli tan NowlX)ii*s oder Barpowfa 
Fluxionsmethode erinnert. Die hier gegebene Erläuterung des gleichmässi- 
gen Wachsens der Abscisse , verbunden mit der in gar keinem Zusammen- 
hange mit dem Vorigen und dem Folgenden stehenden jJhilosophisdhen Be- 
merkung über die Unmöglichkeit eines solchen Wachsthums, erregen fast 
die Vennuthuqg, als habe Xeibniz einmal eine Stütze für die Zuläsaigkeit 
«einar Yonachrift, x als in einer arithmetischen Progression wachsend an- 
iznsfefaien, darin gefunden, dass in der Flnxionsreehnung dasselbe ans an« 
deren Gründen g^than werde, als habe er aber xugleKiih die Grande, die 
die tluxionsrechnüng hierfür anführt, verworfen und seine arithmetische 
Auffassung und Erklärung derselben Regel als yorzuziehen hinstellen wollen. 
Wir wissen nun femer,:da^^ Newton im Jahre 1676 mitXeihoiz mehrere Briefe 
wechselte, mdem er Sun am 13. Juni dieses Jahres Mittheilungen machtet), 



*^) iGübrauir's .Biographie. Tb^ 1* p9g. .168. 
*t) Gerhardt: »Die .Entd. d. höh. Anal.'' 185;6b ,pag. QS. 
*•*) l^asdbtft« aeiU«e 1)1. pag. 137. 

^) ifiHffon in der Pfifaret pag. IVIU seiner Ueberac^Uung «eriAbU,. Newton 
habe anter diesem Datum Leibniz den binomischen Spt« imitgelkeilt« . (Di«8 lirit 
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wcHTäirf L^miz .am 27. August 1676 anlwortete*^)- und Newton tilgte 
dann LeÜMÜz in emem Briefe yom 24. Oetober 1676*^)', der Leibiiiz mit- 
hin kurz vor oder schon auf der Reise über London,' Amsterdam nadi Han- 
noTer antraf, das Princip seiner Methode mit in den Worten : „ Data aequa- 
tione quotcunqae fliixiones (?) inrolvente, fluxiones invenire et vice versa 'S 
deren Buchstaben aber uiflgestellt waren, so dass der Sinn nur errathen 
werden konnte. Den einen dieser beiden Briefe meint auch offenbar New- 
ton, indem er in der Einleitung zu mnear Optik erzlUiIt***): „In a letter 
written to BIr. Leibnitz in the Tear 1676 and pubiished by Dr. Wallis, 
I mentioned a Method by which I had found some general Theorems about 
iquaring Curvdinear Figures, or comparing them with the Gonic Sections, 
or other the simptest Figures with which they may be compared. And 
some Yeors ago I lent out a Manuscript contamiiig such Theorems, and 
having since met with some Things copied <Kit of it/l haveon thif^ Oc- 
casion (bei Gelegienhdt der Herautgabe seiner Op(ä) madeit pubMok, pre- 
fixing to it an Introduction and subfoyning a Soholiirai> concemmg that 
Method. And I have jotned wtth it another small Tract conceming the 



wahrscheinlich auch der Thatbestand, der BufiTon's oben ausgesprochener Be- 
schuldigung, Leibniz habe im Juni 1676 eine Copie von Newton's Brief an 
Collins genommen, zu Grunde liegt). Guhrauer in seiner Biographie Th. 1. 
pag. 175, setzt das Datum dieses Briefes, den er als eigentlich an Oldenburg 
gerichtet angiebt, auf den 2^, Juni 1676 und nennt als ' Inhalt ebenfalls den 
binomischen Satz und seine (Newtons) lUisuitate über di^ Bi^ben, jedoch 
ühne Demonstration. Der Brief vom 13. Juni 1676, dessen Newton in sei" 
nem Schreiben an Conti gedenkt (Gerhardt: Die Entd. d. höh. Anal. 1855. 
pag. 92) ist wahrscheinlich der in Bede stehende. 

*) Gtthr<iuer*s Biographie. Th. 1. pag. 174, und Anmerkungen zum ersten 
Buche pag. 22. Auf pag. 296 ist wahrscheinlich durch einen Irrthüm der 24. 
August angegeben. . ' . ^ 

**) I. Newton!: „Principia pbilosophiae naturalis.'* Lib. 11. Sect. H. Scho- 
lium. Edilio prima pag. 256. und Guhrauer's Biographie. Th. 1. pag. 295. 

^^**) Opticks , or a treatise of the reflexions, refräctions, inflectidns and 
colours of light. Also two treatises of th&- species and magnitude of curvi- 
linear figures. London. 1704. Advertisen^ent» Dieses Werk erschien übri« 
gens anonym, nur unter dein' Advertisemeot ist daycb die Budhstab^en 1. N. 
der Verfasser angedeutet« 
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€urviliii«ar Figures of Übe Secood Kiiid, iwhich was also written many 
Years ago, and made kiiown te söme Friends, wbe have solkited the ma^ 
kudg it publiek. L N. '* Man sieht , Newton beschwert sich darüber, dass 
an seiner Methode der. Quadratur ein Plagiat begangen sm, druckt sich 
aber nicht bestimmt aus; ob von Leibniz, dem er sie 1S76, oder von 
einigem Freunden, denen er sie einige Jahre vor 1704 mitgetheilt habe; 
diese Methode war ab^r, wie in $• 3. gezeigt worden ist, die, eine gesuchte 
FUche ixtit einer^ bekannten zu yergleichen. Nun ist bereits oben erwähnt 
worden, dasis Leibniz zwar bereits am 22. November 1675 den Gedanken 
ausspricht, eine Gurte mit Hülfe einer anderen zu quadriren. Allein er 
deutet e& auth nur eben au: \, Hoc enini serviet ad figuirarum quadraturas 
tixs^ iaifieem ducendas, sed.exempio opus, ut taUa elarius intelligalntor. 
Est «nim res subtilissunae intricationis/' Am 26. Juni 1676 deutet er 
bereits das • Entwerfen von Tafeln an , ein Mittel , dessen sich Newton aueh 
b^dieiri^e, indem er eine Tafel der Curven, die sich mit Hülfe der Kegd^ 
jM^biitte quadriren lassen, aufstellte und empfiehlt besonders den Kreis und 
die Hjpierbel als Hülfscurven. Indem nun Newton angiebt, diese seine Me- 
thode habe er Leibniz in einem Briefe Tom 13% Jhmi desselben lsdu*es, wem 
auth nicht erklärt, so doch angedeutet (m^itioned), «o scheint es allein 
dingjs nicht unmöglich, dass Leibniz hierdurch in einer Sache, die er als 
eine ,^,res sublilissimae intricationis ^' am 22. November des Jahres vorhei* 
veriassen hat, soweit gefdrdert wurde, dass er auf den Gedanken gerieth, 
Ttfehi zu entwerfen. Wahrscheinlich will nun Leibniz von dieser Methode 
in dem Manuficripte vom Juli 1676, wielches die Ueberschrift: „Methodus 
tai^enüam inversa'^ trftgt, em Beispiel geben; es ist die Lösung des 

Beaune'schen Problems , welches er auf die Aufsuchung des Integrals / — 

zurückbringt, also auf die Quadratur der Hyperbel, die er am 26. Juni als 
Hülfscurve empfohlen hat Hierin ist ^un* allerdings wenig Aebnlichkeit mit 
Newtonf s Verfahren zu erkennen« Um so meitwürdiger aber ist eine Stelle 
in der Abhandlung vom November 1676*). Daselbst nämlich legt er sich, 
um iseine Tangentenmethode mit der von de Sluze zu vergleichen, die Gleir 
chung vor: aif^+bj/x + cx^ + px + g^ + h^ =^0, setzt hierin a+dx^ 



^) Gerhardt: Die Entd. d. bSb« Analysis. 18S$. Beilage lY. ' pag. Mb 
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y+dy für jp und: y^ cu s.w. In euer Annierkaiig aber Mgt ev )äsa^< 
„Aiterutra ex. bis ds vel dy- pro. arbitria: expüaari potest, adhibita aefu»* 
tione nova, et. alteratra: b»rum dx vel dy sublata et x scilicet veljy aliler 
per quantitates espiioandai Verum hon puto id esse, qui-a cai^Io^gus 
omaium curyarum quadraibilium prodire debet akemtmm*sa^ 
xneoido constantem/' Wenn maa nun bedenkt, das« Aia vorgelegte 
Gteicbung in der T.hat die allgemeine Gleichung d^ep Keg^el- 
Bcbjiitte ist-, so wird maa sieh bier kaum des C^dankens erMrebren^ kon- 
seil, heiHbrnz habe auf New^on's „Catalogus ourvarum ad eonicas sectioaes 
relatisffum *' faingedeut^. JMe Möglichkeit wenigstens ist vorhanden. Wenn 
wir nun ferner wissen *)^ das« Leibnie auf den am 24; October I67ft* ge* 
jKbriebenea Brief. Newton's. am 21« Jon! 1677 antwortete, das« A^ dimit 
der Briefwechsel zwischen beiden voUstiUrdig auffepörte, also das gisbpeib«i 
vom 24. Ootober^ die letzte directe UittheihiBg Newtofi's an- Lcibnia» wait, 
wenn, wir fecner bedenken,, dass auch Oldenburg, der bisher fest sttetsi^ der 
Vennittler beider gewesen, war, im. Jahre IB7i7 staiti**), sO' mm» eise 
St&lle ia dem letsten der frfiher enwähnten Bfanuscripte^'^) Le^tHfcensv 
des»ea E^aldteiMing wir ai» dJsa obea angefahrten. GlrAndea' vor diis^ Jahr 
1686 V also vojT das Erscheinen voa Newton^s Pnac. phiL nat: gesetet^ ha«^ 
ben, aufiallig sein. Daselbst heisst es: nänlieh: „Si jmn ponmtttr ipsae 
istaie ds et d^ infinite parvae,. seu: quando puncta curvae distairtiany bato'e 
intelli^Btur quavis data minorem^ id' est si (l?ig. 35) istae tB^C; iB^Cf) 
etc. con^derentur ut iacrermenta- mameatanea linieae JH7 inter disoMi- 
dendura p.er:il£' continue orescenti^, tuno patet etcc'^ Man sieht, dass 
sidi Leibniz hier dher offenbar der FlüiiMismethode angehMgen Vo»9ld^ 
lung, des „descendere lineae BC per AB^^ und des „continue crescere^' 
(das Newton'sche „fluere^O* j^ sogar eines Ausdrucks bedient, der nicht 



♦) Guhrauer*s B4ograpble. Tfr. 1. pagi 177 m 296. 

**). Gerhardt:. „Hiatoda' et oeigo calouli ditt»i»ei<talfo> »«41; G. t^flmitfo 
cooscripta. pag« 27. 

♦*♦) Daselbst. pag.Sa. und GechardiV „Bald* d^.kolj^Analy&is^ 1856. 
Beilage VI. pag. 149. 

t)' In der letztgenannten der beiden Schriften Gerhardt's , in denen die* 
ses Manuscript abgedruckt ist, steht, jedenfalls durch ein Versehen, %D%Cs 
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all^i imt d^m* gan^. davselbe^ biedeuteiideii Ansdruek«: Mewtdn's: ,,moitieiiT 
tumi'Vdie größter Aelmlichkeit hut, Bondora der sogar von d«ittslb.eii,, wentt 
auch nur an ^venigen Stellen*)^ selbst, . angewendet w^orden. isl. Wenden 
viir uns nnn yon seinen Mdauscripten 2a den von itua selbst veroffentUc&T 
ten^ AufsAt&env ^^ müssen wir zunächst, gleiob den ersten erwähnen^ in 
dem er' seine' Uifferenziabn^ode bekannt maehte* Auch hier^) närnJüdl 
heisst: es: „ Demonstratio ommum facilis erit in hisi rebus veraato, el hoe 
unnm haetenua nour satis;expeDsum consideranti, ipsas daiy d^yiv^ du^ 
^0, ut ipsamm x, jr, «, ir, » (cujusqne in sua serie), differentiis seu;in^ 
crementia momenCaneis proportionales haben. posse/' Wie begegnen 
also auch hier einem Ausdrucke» dessen sich Newton^ bechenta Baau 
konuntt aber, noch) Foigelides: Es ist bereits obeni darauf aufinerhsaiiL ge<^ 
-maebt.wordeiH dass Leifaniz in seinen. Manuscn^ten;. wo er auf den Beweis 
-seinw Satae- etlras« eingeht, denselben als im Sinne der Methode des llnir 
endlicbkieinein auiiiihren andeutlet, dass er dura: in* dieser Abhandlung, (rfme 
sich' auch nur. im Minderten dariiber ausKusprechen, in^mam, dieselbe« gänz^ 
heb verlässtiundv wie esrfast scheint, absichtlich sogar das Wort 9,aneiidliDh 
klein" yemieidet, denn. in der ganzen langen Abhandlung findet es sieh 

nur an einer einzigen minder widitigen Steile^""^): „curvae pnneta 

distantiam infitnte parvam. habentia seu latus potjgoni infinitanguli, quod 
nobis curv^ aequivalet." Untersuchen wir nun die hier gegebene* 'oder 
angißdeutetö Begründung, seiner Rechnung. Wie erwähnt wurde^ findet sidi 
dbstelbe in den Worten t): ^J^am recta aliqua pro aii»itrio assumta vocetur 
ix: et recta quae sit ad ix ut.t?: (die: Ordinate) ad Fff> (die Subtangente) 
i^cetur (fe siye düerentia ipsamm v.'' Das Prindp^ welches er hier als zu 
.Grunde liegend bezeichnet;, bt also, an die Stelle deof^ ßü^renzen^, wenh 
sie yeradtwinden, endliche Gnüssen zu: setzen^ deren. eine, ({ir, beliebig ist, 
deilstti andere*, ({jr, durch die Prop<»rt]ott df:ds^^s:^f:%\iAkmg. bestinintt 



' * > 1 1 



*> Neirtom: „Präc; phiLnaf lüT. IK S««U Ui Uevma IL Kdit» prisk 
pag. 2£1. imd, siei» „Txaotatui de ^adKstmra curverniv/' Pr#p. I: ProUÜI. 
Demonstratio. Am letztgenannten Orte werden die „momenta" kezeichnet durch 
„incrementa momentanea synchrona.*' 

*•) „Acta Eruditorum/' 169*. pag.4e9; 

**♦) Daselbst. pag.470i 

f ) Daselbst, pag. 467. 
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wird: Dass aber Leibais mit den angegebenen Worten den angegebenen 
Sinn wirklidi in^rbonden habe, best&tigt er selbst, indem er in der nach 
dem Jahre 1700 verfassten Abhandlung (s. o.), wo er dieselbe Ansicht aas- 
fthriicher erläutert, aof diese im labre 1684 bekannt gemachte Abhandlung 
verweist*), sowie er es b^eits in dem zweiten gegen Nieuwentiit gerich- 
teten Aufsatze gethan hatte**) (s.o.). Betrachten wir nun dieses Principe 
welches so plötzKch und unerwartet in Leibnizens erster Yeröfientlichung 
seiner Entdeckung als N^v des Beweises auftritt, so kann es uns nicht 
entgehen, dass es ganz dasselbe ist, welches Newton seiner Fluxionsrecli- 
mtng zu Grunde gelegt hatte. Es ist oben beschrieben worden (s.'S. 3), 
dass derse&e die Veränderlichen oder Fhienten zun^men Hess und an die 
Stelle der lacrem^itei im Momeirte des Verschwindens die Fluxion setzte. 
Ganz dasselbe thut hier Leäbniz, er setzt auch an die Stelle der Dileren- 
zen, w^n sie sich annulliren, andere, endhche Grössen. Der einage Un- 
terschied, der aber hier kaum in Betracht kommen kann, ist der, dass 
Newton im substituirten Werthen eme phoronomische Bedeutung, die der 
GeachwiBdigkeit, beilegte, während Leibiiiz dies nicht that; dass Newton 
die incrementa momentanea von den Flnxionen durch die Schreibweise un- 
tersdbied, indem, er die einen durch iD, ^rO ,' die anderen durch Sy y be- 
izeiclinete, während Leibniz ix^ dy för beides brauchte, und erst ui seiner 
letzten nach 1700 verfassten Abhandlung***) die substituirten Grössen 
durch (d)x, (d)ff bezeichnete. Nehmen wir noch hinzu Leibnizens offen- 
bares Sehwanken in seiner Ansicht, wie er sich zuerst^ in den Manuscrip- 
ten, zur Theorie des Unendlichkleinen hinneigt, wie er aus geheimnissvol- 
ien Gründen ganz unerwartet im Jahre 1684 eine . andere Methode zu 
Grunde legt, um sie ebenso schnell und aus dbensö geheimen Ursachen, 
wie er sie aidTgestellt, zu verlassen, und die frühere Theorie des Unend- 
liehkleinen auf den ^ochsten Grad der Ausbildung zu bringen, wie er diese 
im Jahre 1695 wieder verwirft und zu der im Jahre 1684 veröffentlichten 
Ansicht zuMckkefart, berücksichtigen wir altes dieses, so werden wir bei 
eraer unbefangenen Beurthdlung uns wohl dahin entscheiden dürfen, dass 



I 

*) „Historia et origo etc<^' pag. 45« 
**) „Acta £ruditorum^ 1605. pag. 370. 
***) „Historia et origo etc.'* pag. SO — (0. 
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90W(diI dis Möglichkeit ate auch dn gewisser Grad toh- Wahrscheinliqhkeit 
vorhanden sei, Leibnia sei bei der Ausbildung seioer Methode durch die 
Kenntmss von Newton*s Fluxionsrechnung, mochte er sie durch Tschim- 
haus, aua Newton's Briefen oder sonst woher^ denn der Möglichkeiten ble»-^ 
ben ja ausserdem viele , kennen gelernt haben « unterstützt wordm. Jm 
noch m^hr ; es ist bekannt , dass Leibnieens erste Veröffentlichung 19M 
in den Act. &ttd. fast al^emein unverständlich blieb ; und in der That, das 
kann nach dem Früheren nicht wunderbar erscheinen. Am versttodr 
liebsten aber War sie jedenMs für die, welche Newton'« Fluxions-' 
rechnung kannten, denn sie fänden hier die „incrementa momentai^'S 
sie üftud^ ferner den ihnen bekannten Grundsatz, an die Stelle ver* 
schwindender Grössen andere zu substituiren* Kann es da Wunder 
nehmen, wenn sie hier die Fluxionsrechnung nur mit veränderter Be^ 
Zeichnung wieder erblickten? Hätten sie vollends die ktzte Abhandlung *)| 
in der (cQa?, (d)y gebraucht werden^ kennen gelernt, so würden m in 
ihrer Ansicht nur noch bestätigt worden sein. Man kann es daher der 
Londoner Societät nidbt verargen ^ wenn sie bei der Herausgabe <lefi Com^^ 
merdaai epistolicum von der Meinung ausging, Fluzions- und Diffearenziair 
rechnung sei identisch. *'^) Während nun schon die Frage, wie weit sich 
der Eiiiflttss der Kenntniss von Newton's Methode bei Leibniz erstreckt 
habe, für jetzt wenigstens unbeantwortet bleiben muss, und auch mit völ- 
liger Genaui^eit wegen der Menge der vorliegenden MögUchkeitan nie ent* 
schieden w^deü wird « kann die Frage « in wie weit diese Kenntniss Leib- 
niz gdßrdert habe, mit juristischer oder mathematischer Sicherheit auf kei* 
neu Fall beantw0rtet werden, denn dem schaffenden menschlichen Geiste^ 
besonders wenn er sich bereits auf dem Wege zu einer Entdeckung befin^ 
det, geäugt ja oit ein Wi>rt9 eine leise Andeutung ^ um zu d^ wichtigsteoi 
Resultaten geführt zu werden* .Man wird daher nur das mit v^Kiger 
SJkAerheit aussprechen können , und jeder Unbefangene wird es anerkenn 
nen, dass Leibniz seinen Algorithmus^ auf den ja damals 
Alles ankam, durchaus selbstständig und unabhängig er- 
fand und der höheren Analysis so die Gestalt verlieh, die 



♦) ,,Hisloria et origo elc/' pag. 39r— 60. 
^) Guhraaer's Biographie. Tb« h pag. 314, 
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916 fcefikigle, «• Grosses i« leist«B» wi« wir 98 is Laufe 
▼an aaderthilb Jahrhaaderlen getehan hafcas. 

Mcnfidb aber begmg Lcibaii omb flidbt n «olsdiiiUigcodcB Feh^ 
kr, daaa er Beine Methode, aof dem Erflndnig die game itamaligr Zeit 
Modriagte, deren Prinrifien bereite voriiaiiden waren nnd der nnr die Fora 
lehlle, Ol dae, wae Jedennami ahnte nod flUle, nr Ktaifaeit m hriogcOf 
eo lange geheioi hielt Bitte er mir eehie Bntdaetanig, wie Newton m 
that, einigen Freunden mitgetheilt, nm eich nachher auf sie bemfen n 
ktanen! ABerdings wieeen wir, dasa Bnygene vnd Tichtnhaiu von eemer 
Theorie wnseten, in wie weit, iet aber wohl nicht ansgemacht Wean aidi 
aber Labniz TorwarfsToIl dahm aneq^richt*): „tm eo autem feeere M 
(die Anhänger Newton's) callide qnod liten moTere dietnkrunt, donec obier« 
harnm ratnn eoneei, Aigenine, WaHiaiiiB, Techirahainias, alüqae, qu»* 
rmn teetinionio v^lK potmeeent^S eo kann eich diee nur anf Haygeoi 
bezidien, der bereite lOW etaib. WaHie lebte hie 1703, Tschinihane bn 
1798. Beide «Mfen also den Anfluig dee Streites, der lt09 durch Fatb 
de Däilü^ begonnen ward**), ond twar in einer Geetalt, daee, rieh Laflniix 
onnAgKch verhehlen konnte, die Sadie werde sdir emel werden «d wohl 
nteht so bald ihr Ende erreichen. Gleidiwohl berief er sidi avf das Zeng^ 
fdee edner Freunde, wodurch mit einem Male allen weitermi Zwiatigkeiten 
ein Ende gemacht worden wäre, nicht ADem aber hätte tr auf dae 
SSeherete vorbeuge können , wenn er 1084 seine Theorie wenigstens toll* 
ständig, ohne allen Rückhalt, c^e dieselbe in den SeUeier dee Geheim» 
nisses höllen zu w(Aen, nutgetheilt und aitfgestellt hätte. Indem nun L^b* 
nis fon allem diesem, was sme Ehre vor jedem Zweifei gesiohert hätte, 
nkhts that und die gewöhnlidisten und am Nächsten liegenden Vorsiehts- 
maseregebi ▼erabsänrate, benahm er der Aussen-» und inshesfmd^v der 
Nachwelt, die nur nach Thatsachen urlheflen kann und darf, die Mä^chr 
heit, sich Gewissheit zu verschaffen; wenn de sieh also geirrt hat, so fiBt 
auf MO nur ein Theil der Schuldf. 



*) „Hlstona et orlgo etc."* pag. 1. 

**) Gohraaer's Biographie. Th. 1. pag« 306. 
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f. 9. 

Die DifferenzialreQhnung am (Inde des ll^'^ Jahr* 
huaderta und die Bernaalli'sche Reihe. 

Es ist bereits im iforigen 1^ eni^ähnt worden, dass die Theorie des 
UaendfichkleineB ^aestbeilp ^ den dapab ^Ifofgen Vortldhiiigni am 
nlcbsten ßt^end, a^demthefls vo^ der Leibnizischen Philosopbie ysc^flm 
upd diese wiederum stützend , unter den Matheimiü)£en) de^ d^ptini^^ 
sieh sehr rasch Terbreitete. £s wird nicht ohne Interesse sein, su erfah* 
ren, auf welehem Standpunkte sie sidi bereits zehn jähre nach Qnrer Er- 
findung befand. Um dies zu zeigen, mag es hinreichen, darzustellen, ajif 
welche Weise einer der Hauptreprasentanten der damaligen Zeit, Johann 
BemouOi, den Beweis eini^ Sätze fu^urte ; va^ zwar wähl^ wir dfs erstes 
Beispiel die Art und Weise, wie derselbe zu der nachboiannten Bemoulli'- 
sehen Beihe*) Beihe gelangte. Im Jahre 1694**) stellte dersdbe 
folgende offenbar richtige Ijentitätsgleichung auf: 

• • • • 



oder, etwas anders geschrieben: 

jrd« = (,dx+*^y)-(|.d,+j^.^)+(j^.^+j^-j,gj-... 

fkm ist jedaaftlli^: gis+mif « iiys) » df ^ . y j; 

r m 



*) Vergl. Snell: „Einleilung in die Differential* und Integralrecbiiao|.** 
TbeU2. pag. 203. 

**) „Acif Iniditonin«M H94« 

8« 



\fir taatkOk also muere Glmchiuig so «direibeii: 

Wird ntm beidenata integrirt, was BemouUi aaf der finheo Seite durch 
Vorsetzen von omn. andeutet, so ergiebt sich: 

iBs ist leicht, diese ursprüngliche Gestalt der BemouUTschen Reihe auf die 
jetzt gebräuchliche Form zu bringen. Wie erwäbnt, bedeutet omn.ydx 

nichts Anderes als ijfdx. Mehmeii wir nun, da y, mithin auch itfds 
als Function von x vorausgesetzt wird, an, es sei /ydiB=^f(.x) minus 



si iydis = fO 



emer' beliebigen Constanten C, folglich g » ~4r^' ^^ '^^ offenbar unsere 
Gleichung identisch mit dieser: 

Die rechte. Seite dieser Gleichung aunuUirt sich nun für jr =^ ; dasselbe 
muss ai^ mit der link^i der Fall sein, es muss also, da für jr= 0, 
'f(jis) iH'f{fi) fibcrgeht, C=fiV) sein. Wir können also unserem Resul- 
tate die Form geben: 

unter welcher Form die BemouDi'sche Reihe jetzt dai^gestettt zu werden 
pflegt. Die Untersuchung der Conyergenz lässt Bemoulli ausser Acht. Es 
mag nun noch gezeigt werden, wie derselbe Satz ?on Raphson mft .Hülfe 
der Fluxionsrechnung dargestellt ward*). Derselbe sucht nämlich die 
Fluente von yx in eine nach Potenzen Ton x fortschreitende Reihe zu ver- 
wandeln. Zu diesem Zwecke schliesst er folgendermaassen:- (jpesetzt die 

* " w 

gesuchte Fluente wäre ijr"*^^, 90 musste umgekehrt, die Flüxktt'jia; gleich 

sein der Fhi^ion-i^r"*!^", d.h. es müsste die Gleichung gelten: 

' '^ , . . jfi CS AmQif^''\y*x + Anaf^^^y. a) 

In dieser Gleichung sind aber drei Unbekannte», i, nt» n« diß aus ihr 






*) Raphson: „Historia fluzionüm.f! .London« 17 154> Cap«UU 
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aDeia nicht bestinimt Werden können. Wir neiunen daher noch eine zweite 
Gleichung willkürlich hinzu und stellen die Bedingung, dasa das erste Glied 
der rechte^ Seitie der linken gleich sein soll, dass also die Gleichung gelte: 

Dies ist offenbar nur möglich, wenn 

i = lm = I, n— 1 
ist. Werden diese Werthe in a) eingesetzt, so erhalten wir: 

yi = yi+jry 
und folglieh, wenn' wir die Fluente: jedes Gliedes durch Vorsetzen von /f. 
bezeichnen : fl. yx =r fl, yx +/r. rry 

oder, da fl.yx = xy ist: fl^yx^ asy + fl,acy. ß) 

Dies Alles ergab sich unter der Voraussetzung, dass Ax^y\ oder vermöge 
der W^erthe il = m == n = 1 , dass xy die gesuchte Fluente sei. Da nun 
unter dieser Annahme etwas. Falsches, nämlich die Gleichung ß) heraus- 
kommt, so folgt, dass die gesuchte Fluente um das Glied fi.xff zu grg90 
angenommen worden ist. Es ist also dieselbe offenbar =a?y — fl'Xy. 
Setzt man nun wieder : /I. aJÄ = Bxv .y% ; ^ 

so muss daraus gefolgert werden: 

QEty^Bpx9^^.ifis>+BiXPjft-^g. y) 

Stellen wir wieder die Bc^dingung, dass .. 

xy .^ Bpa^-^^S^x 
sein soll, so folgt, wie Raphson schUesst: 

,^^n^ p^^^ 9-i^^ i^i' \ 

Also*) iiit nach y): a?f ^-»y+T^ V» : / 

• I.A.. 

woraus folgen würde: ^'^y'^T^-y'^i'^^' 

Piese Gleichung ist aber abermals falsch, es ist also die Annahme, dass 



X* 



/f»a?y salTajPy« und *==|, p = 2, }=1., d.h. dass fl,sj^-^y sei. 



x^ 



unrichtig und zwar- beträgt der Fehler fl-^r-x . y. Bfithut ist fl.xy = 4*^ 

— /f. v- o y- Indem nun das erste Glied ^r gesuchten Reihe xy — fl.xy 
1 • « 



i" 



*) y> y. y bezeichnen die erste, zweUe,; ,di;iUe?.liif 15^.7,01^ ,y,,. ,..,,, 



Wt, \aSaMk iHk* t«^#(^ «Med WerlhM ton fl.jt^ sag^Ki, es ist Ate^M 

Wir haben also: /»»*= y — ^y^y + /7.-p| .f- 

Wird nun: /T. y^'y = C*^i^ 

angenommen, so folgt hieraus: 

Wenn wir jetzt y~^ifcs Crä'-^^f'i . 

>bi4nuttetk^tf, worauf Mcb ergiebt: 

^=nki' *■*'• '=^' *'^' 

jji jp' flpS -A 

Da dies abermals falsch ist, so folgt, dass /i^. r-^y nicht = -r — ^r-~s9 

sem könne, sondern s= - ^ ^, y — /!. . q a *y sein müsse; es ergiebt 
sich also nach /): 

Wird auf diese Weise die ftedbAung bis ins UnendUche. fer^^eesttt^ sb ^ 
ergiebt sich die Gleichung: 

Vertitustht toan hier das -Fluentenzeichen ß. nnt dtm lalegtalzficheti A 

*die Fhiüonan f, y^ *. . ttMt dfen jDifferenöale» «(y, 4^, . . . und ^edralo, 

dass x = 1 war^ also -r- statt y, .r statt jf u. s. w. |;eset^ werden kann, 

so erkennt man, dass dies die Bemoulli^sche Reihe in der Ton Bemoulli 
aufgestellten Form ist. Was aus dem immer vorhandeiien Fehler werde, 
untersui&t ä\idk ftaphsfoh taidA« 
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Als iw«i&es Beüpiel mag folgendes üeom. Es ist bereUft er^ltalt 
worden, dass der Holländer Nieuwentüt in seiner gegen Leilniis gericliteft#ii 
Abhandlung im Jahre 1695 auch BernouUi mit angegriffen habe; und zwar 
warf er ihm vor, er habe sich bei der Lösung des Beaune'schen Problems 
geirrt. Hiergegen nun vertheidigt sich BernouUi dadurch, dass er seine 
LdBUBg deü mathematischen Publicum zur Beurtfceihuig Torlagt*) imi tu- 
gleich dem Angreifer I<Oeüwentül selbst einen Fehler nadiweiit Die Attf- 
gabe nämÜck^ um die es ftich handelt, und deren Lösung Iwreits von LeA- 
niz im Juli 1676 und in den Act. Erud. 1684 wenigstens im AUgedieineta 
angegeben worden war, ist folgende: Diejenige Cunre zu finden, in wel- 
eher die Ordinate sich zur Subtangente yerhält, wie eine gegebene Con- 
staute zu deni Stücke der Ordinate, welches zwischen der fraglichen Curve 
und einer die Abscissenachse im Coordinatenanfangspunct unter einem y/in- 
kel von 45® schneidenden Geraden eingeschlossen ist. Bezeichnen wir die 
gegeltene Constante durch f , die Ordkiate der fragKd^eik Curve dordi flP 
(Pig. 96), die Ordinate der Geraden, wetehe aldo die Coonlmiileilachsen 
uiHer einem halben teohten Winkel s«liGfteidet, doreh #F, die Bfd>tttigente 
Aireh ITT, so sdl sieh also teriiakeiit 

fiemoiiOi 150t nun die Aitfgabe fetgendermaiMMen: Die Ordinrte BfP wenfe 
dereh 9, die Abseile OM darth x bezeiehnet, so ist, da ^ P^OM^^ü^ 
ist, oflbiibifir MF «^ OMm ar, ferner ifll <ittr AusdruA flr «Ke Subikgente : 

MT = y T-' Mithin lautet die die charakteristische Eigenschaft der vor» 

langten Curve darstellende Proportion : 

dx 

däj 

dx 
woraus folgt: w — jr == r . — 

_ • dy 

oder: xiy^ydy — rdx. 

^ufl beieichnet xiy geometHsch nichts Andere» «9s ein «fiendlidh UtSmn 

Rechteck QPSR , und alle solche Aechtecke bilden die dreieckartige Fliehe 



•) «^(AtfU SmdüorMft.«« lOOBi f^g.W. 
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Oi}F. Es Mgt also aus unserer Gleichung durch Integration, ffie Bemoulli 
auch hier durch Vorsetzung von „&mnia** andeutet: 

omnia sdg = omnia ydy — onrnia rdx 

oder : omnia xd,y ^ -^ — rx + Constans. 

-Die Gonstante bestimmt sich nun daraus, dass omnia. säg die FUciie OQP 
bedeutot, die also für jr und y = sich annuUiren nniss. Aus dieser 
Bedingsng ergiebt sich nun, dass auch die Constante s=9 sein muss. 
•Wir haben also die Gleichung: 

V* 
omnia xdg = ^ — rx. 

Nun sucht fiernouUi den Werth von omnia xdy (noch auf eine zweite Art 
zu ermitteln, und erreicht dies auf folgende Weise. Man construire links 
von der bisherigen Ordinatenachse , indem man die Linie Qu durch % be- 

•^c^oiet, die Curvoi d^en Gleichung ist: s ss ma ^ ,, die also, d» für f = 0, 

fK««m wird, die frflbere Abscissenachse in d^r Entfernung Qi^sm links 
.vom Coordinatenaiiliugspunkt vSebneidet. Man überzeugt sich leicht % dass 

diese Gurre die Eigenschaft hat, dass ihre Subtangente Ol constant ist, 

und zwar ist ihre LängQ, wenn maq bloss den absoluten Werth berück- 
/fichliigt, ^^r. Nun werde wif dieser finks von OY legenden Cürve ein 
.>4o)che4 ßt<(ck AfJ gesucht, dasis CTFcs OM^ s, als6 MT^y-^m ist, 
.yfffoik 41 die Tangente im Schnittpunkte i, mithin Ol seinem absoluten 

Werthe nacl^ == r ist. Es verhalt sich nun in den Dreiecken AM'F und AOI 

AM':M'F=^ÄO:Ol 

d. h. da nach dem Vorigen ÄO « m, OM* = Qü = z ist: 

m — X i yr-s = m ; r, 

woraus folgt : rm—r% = mff— ms. 

Wird diese Gleichung mit ddm Differenzial dg multiplicirt , so lautet ^e : 

rmdy — rzdy = mydy — mxdy, 

TZ 

folglich : xdy == ydy — rrfy +~ rfjf. 

-^ -, -I dz 1 -^ i 

;MTOwar«»«ier,ri8Q -=*«.'•; ^^th^n —m^^jo ^ .dy^^-^ 

. ~ . dy , folgüch: dj^ = — — . d«. 

Wird dieser Werth von dy in das letzte OMed ^lO* rechten Sdti der letz- 
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im CMdmug fSr ädp ^kig^etzt, «o litutet di^sdba: 

xdy = ydy—rdy— — . d«; 
durch Integration folgt hieratis: 

omni a xdy == ^ — ry — r — . * +.Con«r. 

Mieuwßnitiit hatte nup bei der von ihm gegebenen Lögung dieses Problenna 
hier l^eine Constante hinzugesetzt ^ und ^aiit Recht wirft ihm Bemoulli dies 
als einen Fehler vor. Denn hier ist die Constante nicht » 0,. Es muss 
nämlich, da omnia xdy die Fläche OQP bedeutet, die rechte Seite dieser 
Gleichung, wie oben erwähnt wurde, für a? = 9 und y = sich annulli- 
ren, indem dies mit der linken der Fall ist. Nun folgt, wie oben gezeigt 

wurde, dass, wenn y = ist, 2; = me ' ** den Werth m annimmt. Wir 
ertialten daher zur. Bestimmung der Cohstanten die Gleichung: 

= — r2 + Cowsr., 
mithin : Con^t. = r ^ . \ 

Wir haben also für die Fläche OQP die zweite Gleichung: 

^mnia xdy = -^ — ry — — ä + r *. 

Durch Vergleichung dieses Werthes von omnia xdy mit dem oben gefun- 

•■ " • ■ . • ■ • .' ' . . 

denen, ergiebt sich die Gleichung: 

y* y* ♦•* . 1 ' 

oder: — = -. 

fi r 

Da aber iK = me ** war, können wir dieselbe schreiben: 

und also , wenn durch I der natl&rQdie Logarithme heEeichn«t wird : 



»•• 






I ■.« ■ 



und dies ist die Gleichung der gesuchten Curve. Maü kann sich Von der 

Dichtigkeit dieser von Bernoulli gegebenen Lösung leicht auf andere Weise 

* •" . ' ' ' ' 

überzeugen. Da. sich die Ordinate' ziir Sukangente verbalten soll, wie eine 

Constante r zur Differenz zwischen der Ordinate der Curve und der die 
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Coordinaten unter einem Mmd niditen WeM ukaMasim Ornrnkm^ hk- 
ben wir also, wie oben schon bemerkt wurde, die Proportion: 

woraus folgt: w — jt^r^-. 

Da nun in dieser Differenzialgleiclning die Tariad>den nidht getfettM wisrdeii 
können, ffihren'wir eine neue TerSnderiicIie em, indem wir y-^s^x, 
SdSö ab^^y — % setzen. Dann lautet die €leichung: 



dy — d% I. i%\ 



oder: dgsz-^ — 



r 



Integrirt man beiderseits, so erhält man: 

oder, vermöge des Werlhes von «»y — s: 

Da nun für a; = auch y = "^sein muss , so erhalt man zur Bestimmung 
der Constanten C die Gleichung = ^, mithin ist: 

oder: tissr.li—, i, 

» * .... . _ . . • 

also dieselbe Gleichung, die Bemoulli erhalten hat 

In 'demselben Jahre 1696 erschien übrigens das erste Handbuch 
der InfihilffsiilnbecliMkig^ gestMzt #if fie IbtotiQ! 4e^ UiMiidliobklefMa 
von einem der berühmtesten der damaligen Mathematiker, dem Marquis 
de FHospital (oder de rHipital) .unler dem ^itel: „Analyse des infine- 
ment.petJts ppur rin^Iligence d^s li^es courbes/' 1696, in welcher die 
Diffirenziahrechnung in 9u*er .^wendung auf Geometrie l^ereits ziemlich in 
dem9elben Umfapge dargestellt wipd ,, ^vrie wir sif noch heu^ kennen. 



'•«;;• . ? I ■ i' "'s /r. ■' • , I i" \ ", •« j 
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§.10. 

Die Theorie Nieuwentiil's. 

In deUisielbeti Jahre, iki welchem der Hollander Nieuwentiit Leibni- 
t^m BiflbreDziah'ecfinüng in den Actis Efuditorum angriff (s. $. B) , erschien 
Vott ihin sefi)st ein Buch*), In welchem er die Probleme der tdngenteii, 
Quadratur, Mäxima ntid Mininla auf seine Weise löste und 2war durch eine 
iseitier Meinunig liach völlijg kläre Methode. Indem er nüU der eHle ^ar, 
der gegen die Ölfiferenzialrechnung auftrat, dürfte es wohl der Mühe werth 
Beitl, EU untersuchen, was er an die Stelle derselben setzte. Zunächst 
mächt )BJr darauf aufmerksam, da^s der Begriff des Üuendlichgros^en odelr 
ÜB^ndlidikleiften Vom menschhohen Geiste iiidit gefalst werden könne; 
nur aus den Eigenschaften derselben Hessen sich einige Sätze ableiten, 
worunter sich besonders die Definition des „Nichts" („nihir*), welches 
tfüeuw^fi^t als idetttteoh init „NuM" annimmt; I^e8nd«t. Er d«Onkt mm 
dtM ,^fi{hH*' so: Jede t>r5i^ der Art, das« ^i^ iHMh mit «ii^ mMdi s^ 
^oDisett lüA („ )iumiero iniläte magno "*) mullipttcirt, fceine Zahl gehe, nicbl 
«ittmfij^ekie s<d«faie/>die Jeä«^ beUebigen Grad 4!et fileMieit beiitis^, -^ 
ibr f)iiiUl" aiuuseben. Es feuchtet eia, das« diese Definition nidit im 
allen Fällen stichhaltig ist. Es würde sich z. B. nach ihr nicht erklären 

lassen, wie der Ausdruck cos. x . tang, jr für a^ = — den Werth 1 annimmt^ 

mm 

da eoi-rr^d und tang-^jr^QO ist, indem man leugnen müsste, entwe- 

delr, dass eos -^ wirklich «& 0, oder dass tang. -^ wirklich = CX) sei. Allein 

Ca \ . A ' 

auch abgeisehen yon dieaem Maogel bebt Nieuwentiit «elbst die aufgestellte 
Definitio» des ^, nihil '' durch das «weite seia^ Axiome auf, welches dabiii 
butet, jede Grösse kömie durch unavsgesetste Division zu einem „nihil" 
redupirtt hingegep auch |ede Grösse dur(di ?ine in das Unendliche ijeheode 
MultipUcaliom 'über das „ nihil'' erhoben werdea Letzteres nun «teht offen-: 
bar mit dinr Definition desselbra im Widerspruch. Allein Nieuwentiit .sjurich^ 
sich bi<Hrdber folgeodermaassen aus; , Zuerst führt er für eiae unendlicJ» 



*.^ 



*) Bernhardi Nieuwentiitii: „Aiatysis infinitorum seu cumliDeoTom pTQ< 
prietales ex *|i«lygbiiorutt hatufH MMätetli^.«' AttoslelMdVnil HKM. 
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grosse Grösse die Bezeichnung ein : „fnaniita$ infiniia'*, und gebraucht durch- 
gängig den Buchstaben m für eine solche ; lur eme unendlich kleme Grösse 
bedient er sich des Ausdrucks: y^quamitMS infinitmima'^ Dies Torausge- 
schickt erklart er sich nun dahin, nur der unendlichste Theil einer ,| quan- 
Utas infinitesimal' sei das „nihil 'S indem er hiermit sein zweites A^om 
▼on einem Widerspruche befreien will. Es bedarf keines Beweises, dass 
diese seine Erklärung ebenfalls gänzhch unklar ist Sie ist auch hier nur 
angeführt worden, weil er aus ihr mehrere andere Sätze ableitet, die Yon 
Wichtigkeit sind. Indem nämlich m eine unendlich grosse Zahl, „quanti- 
tas infinita" vorstellt (Zahl und Grösse unterscheidet Nieuwentiit nirgends), 
so ergiebt sich ihm als Symbol für eine „ quantitas infinitesima das Zeichen 

— , worin h irgend eine endliche, sonst aber ganz briiebige Zahl bedeutet 
fit 

Eine solche durch — vorgestellte quantitas infinitesima also hält nun 

pUeuwentiU für etwas von nihil Verschiedenes« .weil sie mit der imendlkh 
grossen Zahl m multiplicirt etwas Endliches, nämlich ( gebe (was der De- 
finition des „ nihil '' widerspricht) ; er räumt daher einer solcbea auch in 

dar Geometrie eine Bedeutung ein. Dagegen folgert er, dass das Product 

h c 

zwrfer quantitates infiniteöimae , deren eine durch -^, die andere durch — 

' he 

vorgestellt wird, dass also — z ein „nihil'' sei, weil es mit der unendlich 

* bc 
grossen Zahl m multiplicirt, — , also eine quantitas infinitesima und nicht 

be 
eine endlichfe Zahl hervorbr^jge , dass also eine durch einen, Ausdruck —^ 

dargestellte Grösse eine Bedeutung in der Geometrie nicht habe. Dies 
reicht hin, einmal um die Rechnungen Nieuwentiit^s zu verstehen, andera- 
theils auch ein ürtheil ober seine Methode zu gewinnen.. Se&ie Hauptab* 
si(;ht bei der Aufstellung seines Algorithmus, wenn man so sagen darf, 
war, die Differenziale höherer Ordnungen, über die er sich an der oben 
erwähnten Stelle der Act. Erud. gegen Leibniz ausgesprochen hatte, zu 
vermeiden. Allein man wird einem von Leibniz erwähnten*) Baseler Ma- 
thematiker Namens Hermann beistimmen, wenn derselbe äich dahin aus- 
spricht, dass Nieuwentiit dieselben nur „nomine", nicht „re" vermieden 



-r 



•I 



') „HistQrin ^t Qrigo cateuli differcmUaljm*' p* M u. 40. 
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kahe*)t und wird teicM bemerken, dass hier die vollständige Theorie des 
UnendlickkmenvBur unter anderer Gestalt, wiederkehrt. 

Bfit Hülfe dieser seiner Theorie wendet sich nun Nieuwentiit zu den 
Aufgaben [der Geometrie. Er beweist zuerst, dass die Sehne eines un- 
endlich kleinen Bogens auch unendlich klein sei, ja er sucht streng ma- 
ihemalisch nachzuweisen, dass jede Curve als ein Polygon von unendlich 
kleinen Seiten angesehen werden könne. Zu dem Zwecke verßhrt er so: 
Es sei (Fig.ä7) OFiM^ ein Stück einer Gnrve, OQ2 sei die Tangente in 
0, TOD M^ werde naeh einem bdiebigen Punkte Q2 dieser Tangente die 
M2Q2 und von einem andern Punkte Jtf| eine Gerade M^Qf \\ M^Qt gezo^ 
gen. Wird nun die Sehne OPi bis nach iV^ verlängert und 01^2 = ON^ 
gemacU, so lasst sich zeigen,. dass wenn der Bogen 0P| und folglich 
auch die Sehne OP^ und das Stück N2Q2 unendlich klein wird , die Differ- 
renz zwischen 0P| iind OQ^ verschwinde. Denn, fahrt Nieuwentiit fort, 

bezeichnen wir die quantitas infinitesima NiQ^ durch — , die Sehne OA 

m 

durch — , so können wir die in den Dreiecken 0Q2Ni und O0iP| b#* 

stehende Proportion: Oß, : ON^ = OQ^ : 0P|, , ^ 
die sich,, da ON^^ONx war, auch umformiren lasst in: 

0(?2 : OiVj = 0(?i : OPj, 
oder m : 0(?a — OiVj : ON2 = OQ^^ — OP^ : OP^, 

d. h. iViOa : ON2 = OQi — OPi lOP^ 

auch schreiben: — : 0N2^ OQi^OPi : ^; 

m m 

folglich wird die Differenz : OQ* — OP* «=>..?-•-;• 
^ ON2 m* 

6c 
Da nun — ^ ein „nihil" ist, so folgt, dass auch die Differenz OQ^ — OP^^ 

verschwindet. Indem aber zugleich die Differenz zwischen dem Bogen OPi 



■»*« 



'^) Leiboiz führt daselbst forU „lo eo tarnen landandus omniuo est, 
quod desiderat cakitfum sofiiiitesimalem mtiniri demoDsiralionibn, ut serupaHs 
satisfiat etc/' Wie sehr ihn Oberhaupt der Angriff Ntauwealiit's interessirte, 
ist aas dem neuerdings von Gerhardt in seinem Werke: „Xeibnizens malhe« 
matische Schriften, herausgegeben von Dr. Gerhardt." Halle 185'6. veröff^nt« 
liditeii Briefwechsefi mit JaeM) uad Johann Bernoolli, deutlich ersieh thcb* ^ 



und 4er Sehne QP^ aohvipd^t,. folgt, dim «udi der llnteracfaMd 4^r fnär 
gente 0(?| und des Bogens Q?t i^ick «mottllirt. Es kam riflo, seUksst 
Ni^uwentiit, für ein vers ^windend kleines BogenMudi ein Stddudien OQ, die 
Tangente oder die 3ehQe gesetzt, mithin di« Curve ala Poly^ui ange^^lMin 

Verden. 

Bevor wir zu seiner T^g^ntenmothode «berfehen , wiss wst, nodi 
m Sjitz erwähnt werden t den Nienwentüt aufstellte ^ da^ ntelieli in eiaor 
auf reducirten Qieichung, in welcher einige Glieder ToriLOttn^, die die 
unendlich gfosse Zahl m als Paotor be^itven, alle fihiigeft Glieder Tamacii- 
Ids^igt werden können« Ss s^i ^. B. gegriiea: 

so, folgert Nieuwqntiitf können wr sie durdi m? diTidirNi, wodurch si<^h 
ergiebt: 

m m' m m^ m 
oder, da aOe GU^der, die mt im Nenner haben, «n „nihil'' sind, folgt 

§^ x^ ^ r g. 

lil«o, dass ZT'^Zr'*'^ "^ "' 

' MI 171 in 

folgüch: . y* — a?* + r = 0. 

Dieser Satz lässt sich aber auch noch anders aussprechen. Wh* können 

nämlich die gegebene Gleichung fwy*+py — nur* +pa;+nii=0 auch schrei- 

ben: i/*+— — a?* + — +r = 0. Da nun y*— a?*+r = ist, die and^r^n 
m «I 

Glieder ?^ , — aber qu^nötatcs infinitesippiae sind, so könwm ^ sag«»: 

In jeder endliche und unendüch kleine Grössen enthaltenden auf Null redu- 
cirten Gleichung können erstere vernachlässigt, werden. In dieser Fassung 
wird nun das Theorem im Folgenden stets ^ngewendßt, 

Nach Aufstellung dieser und ähnlicher Sätze geht Nieuwentiit auf 
das Tangentenproblem über. Er löst dasselbe entweder durch Bestim- 
mimg der Subtangente oder mit Hälfe einer anderen Curve. Was nun 
die erste Methode, die BestimmijUig der Subtangente ffl^angt, $p führt er 
diese&e so aus. Er niiunt auf der Äbseisse einunendileh klehies Stück -- 
an so wird die Differenz der Ordinate ebenfalls ein unendli^jh kleines 
StuQk sein, nud da jed^ Curv^ aU Polygon b^tra^tet wifd, S9 ^^X si(4 
fiiAflA nifperenz der Ordinate aiu d«r Ab)9<»&ie leicht iMro^mu Dmii im* 
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nen wir die fragliche SubtaDgente s, die ebenfalls fragliche Differenz der 
Ordinal^ z, so verhält sich: 

^ m 

Es ist also die unendlich kleine Ordinatendifferenz: z= —; und dies gilt 

flSr j#dQ Oirve^ Vm a, B. die SubtapgentQ der jElüpse «u finden, verßhrt 
P^ieuwentiit so: Die Gleichung derselben sei: 

b ft 
Wird nun für x eingos^t : jr + — , folglich y H für y , eine Operation, 

die Nieuwentiit mit dem Ausdrucke: „reduciio aequaiionis ad infinitesitnas" 
bezeichnet, so nimmt sie die Gestalt an: ' 

ü^ + ^^ + ^j^ii^ + ^ + ^+mV/»*-^- 

Indem nim alle Glieder, die m^ im Nenner haben, als ein „ nihil ^* wegctt- 
lassen sind, bleibt: 

Femer sind nach der obep aufgeatellten Regel alle Glieder» difi m im 
Nenner nicht enthalten , wegzulassen. Wir «irbdtw 9\m ; 

woraus folgt : » = — 3i • ^» 

fol^ch: *~~^|»- 

MitQ siebt, vi« ähnlich dieses Verfahren dem in $. 6. dargestellten von Bar- 
rQw angegebenen ist. Zur Bestimmung der Subtangente s kann übrigens, 
Yfiß Nieuwentiit bemerkt, statt der Ordinate y auch die Curvenlänge ange- 
wandt werden, wenn man dieselbe kennt« Denn lassen wir wieder die 

Abscisse jt um — wachsen, nenneii den Bogen v, der also bekannt ist, 

80 wächst derselbe ebenMs nur uiti em UQendlich kleines Stück, welches 
sich bestimmen lässt. Denn dieses Bogenelement liegt immer m der Rich- 
Hbuw; 4^ 7angftWtfl^. ^ t heiaseqi itiag, Hemm wir das Bogenelement ^^ 
so muss sich offenbar yerhalten: 
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m 

es ist also der Ausdruck für das Längeoeleroent der Curve (sa — . Als 



Beispiel för dieses Verfahren diene die gemeine Cycloide. Die Länge v 
eines Stückes OP (Fig. 38) wird ausgedrückt durch die Gleichung v = 
2^2ra; *) , wenn die Abscisse OM durch x bezeichnet wird. Wird beider- 

seits quadrirt, so ergiebt sich t^^ssSrjr; setzen wir nun x-] — an die 

m 

bt • 

Stelle von jr, so ist t;-| für v einzusetzen, und wir erhalten die Gleicfaimg: 

ü'+ + -ri «a= 8rjr+ — ; 

oder, da das Glied, welches m' im Neuner hat, srO ist: 

ü*H 8rjr = 0. 

ms m 

Jetzt sind wieder nach dem crf)en erwähnten Satze Nieuwentiit*s die mit m 

nicht dividirten Glieder wegzulassen. Wir haben also die Gleichung: 

261»— 8rJf = 

oder : tt> « 4ri. 

Nun ist stets t $ = V^*— y*t i 

wenn y die Ordidate bezelehnet, also: 

Aus dieser Formel ergiebt sich nun sogleich . eine Construction der Tan- 
gente der Cycloide. Es wird nämlich die Länge t; eines Curvenstücks OP 
gefunden, indem man die Abscisse OM=^x von A nach B trägt und dann 
über OB als Durchmesser einen Kreis beschreibt , der die Basis BF in D 
und D' schneidet, dann ist Dfl' = v. Wird nun 00' = 20 A = 4r gemacht 
und mit dieser Länge als Radius ein Kreis beschrieben, endlich in ihm 
O^fm =: DD^ = V gemacht und die Ordinate ntiPi gezogen, so ist «i|jpi offen- 

l)ar ==\4r^ — tT^ Zieht man nun O'pi, welches also ^ 4r ist, und zu 
ihr parallel SP, so, verhält sich, da MP=^y ist: 

V*^«— t;>:4r=y:SP; 



*) Man sehe in meiner Schrift: y,Die cyclitfcheil Cärveo.'^ Eiiaiaift bei 
J. F. Bterecke* 186«. $.8. .. 
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tolgKQh ißt: SP = -.i^JL=. 

V4r* — y» 

Es ist also die gesuchte Tangente t. Da v stets < 4r ist, so fallt bei 
dieser Construction stets m^ zwischen & u^jd Q, Man kann auch v von 
0' nach zu a))t?agen, sq dass 0'm2^=f^v ist, und m^ps midien. Dann 
schneidet eine zu 0% durch P gezogene Parallele die Linie OQ zwischen 
und Q in S\ und es muss dann durch Emsetzen des Cirkels in P erst 
PS* nach PS getragen werden. Die Länge 00^ = 4r ist übrigens nichts 
Anderes als der KrfinnnungslialbHiedser der Cycloide im Punkte 0, folglich 
der um 0* mit 00* geschlagene Kreis der. Krummungskreis daselbst. Die^ 
ist die eme Methode Nieuwentiit*s. Eine zweite ist folgende. Es wird die 
Subtangente, mithin auch die Tangente einer Curve gesucht mittelst einer 
anderen in Rücksicht auf ihre Tangente und Subtangente bekannten Curv>e. 
Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dieser Methode dienen. Es sei die 
Sid»tangente (| emes miti dem Halbmesser a constmirten Kreises l)ekarait: 
gesucht wird die Subtangente ty einer mit dem gegebenen Kreise concen- 
trischen EUipse, der^n grosse Halbachse a, deren kleine ß sei. Nehmen 
wir (Fig. 30) den gemeinsamen MittelpuiAt beider zum Coordinatenanfkngs-* 
piinkt, und nennen die Ordinate des zur Abscisse x gehörigen Punktes P^ 
4b6 Kreises, jfi , & des zu derselben Abscisse gehörigen Ellipsenpiuiktes 
JP{. ^29 (solche Punkte sollen im Folgenden coirespondirende Punkte ge* 
Bannt werden), so haben wir die Gleichungen: 

des Kreises: yi ^^a^r—x^; der Ellipse: 5^ = — V«^ — a?^« 

Lassen wir nun die 4Jbscisse um ein quanütates infinitesima ifilf, ^^N^Qi 
z=zti^Q^ ex e wachsen y so wächst die Ordinate yi des Kreises um eine 

m 

unendlich kleine Grösse Hi, die der Ellipse um a^. Nun verhält sich: 

ü^itimmm vir au» beidep Pn^portionen «, und setzen die sich ergeben^ 
den Werthe ^ioandtir glei<;h / so ehalten wir die Besiehung : 

woraus sich endebt: a« = — .-* . a.. 
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Indem nun aber yi = V«* — »' und w. = — Vo* — a?* ist, erhalten wir 

a 

einen zweiten Ausdruck für ai. Zunächst nämlich ist offenbar: 

ß 

Wird jetzt 92 + ^2 ^^^ tfi+^h ^ die Stelle bezüglich von y^ und y^ ge- 
setzt, so entsteht die Gleichung: 

ß ß 
* a a 

Indem nun y^ und -^yi die einzigen Grössen dieser Gleichung sind, die 
nicht infinitesimae suid, sind sie wegzulassen und wir erhalten also die 
Gleichung: aj = -^ai, 

folglich: flTj =-aj. ' 

Werden nun die beiden so gefundenen Werthe vom ai, nämlich — .-^a,* 

tft '1 

der, da y« = ^x ist, sich auch schreiben lässt : -5- .-^ . ö.» ^^^^ "ä^i gleich 

gesetzt, so ergiebt sich die Beziehung: 

fj = ti* 
Wie man sieht, ist dies der bekannte Satz, dass die Subtangente an 
einen Punkt der Ellipse und den correspondirenden Punkt des mit der 
grossen Halbachse derselben als Halbmesser beschriebenen Kreises eman- 
der^gbich sind. Wir untersuchen noch auf dieselbe Weise die Subtangente 
der Neirschen Parabel (Fig. 40). Diese Lmie wird auf folgende Weise con- 
struirt. Es sei die Gleichung einer gemeinem Parabel yi=Vp^9 worin p 
die vierfache Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel bezeichnet*,, so 
wird für a5 = p, die zu diesem speciellen Werthe iiV = jp der Abscisse 
gehörige specielle Ordinate NQ ebenfalls =]i. Es sei nun MPi eine an- 
dere Ordinate der gemeinen Parabel, die zu einer Abscisse gehört, welche 
entweder kleiner oder grösser als AN ist. Von Pi werde eine Parallele zur 
Abscissenachse gezogen, bis sie^ die Ordinate iVQ oder ihre Verlängerung in 
Ri schneidet. Zieht man nun AR, welche die Ordinate ilfP| oder ihre Ver- 
längerung in P2 trifft, so verhält sich: 

AM : MP^ ^AN : NRi 
und da AM die Abscisse x der gemeinen Parabel, NRssMPi die lugehö«- 
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rige Ordinate derselben, also r=Vp<^9 endlich AN^f ist, so können wif, 
wenn wir MP^ durch yj bezeichnen, die Proportion schreiben: 

a? : yj = p : Vp^; 

woraus folgt: ^2 = ^1/ ---• 

Dies ist also die Gleichung der Curve, die den geometrischen Ort der 
durch die angegebene Construction gefundenen Punkte bildet. Dass sie eine 
Neil*sche oder anderthalbgradige Parabel ist, erhellt sogleich, wenn man 

ihr die Form y j = •/ — giebt und — = 5 setzt, wodurch sie die gewöhn- 

lich6 Form ff = ^qx^ annimmt. Behalten wir aber die ursprüngliche Form 

5^2 = ^ 1/ ~~ bei , nennen die Subtangente der gemeinen Parabel wieder 

/i, die gesuchte der aus der gemeinen Parabel abgeleiteten Neil'schen, t^y 
nennen wieder den unendUchkleinen Zuwachs von yi , Oi , dagegen den 
von y,? o^y so erhalten wir ganz wie in dem vorigen Beispiele die 

Gleichung: a^^^M.a^. 

92 h 

Die Gleichung der Neil'schen Parabel nun > y 2 ^ ^ 1/ ~ können wir offen- 

X 

», » -Vi- 
Wir können also die Formel for a^ auch schreiben: 

* X ti * 

X DSU 

Ferner aber folgt aus der Gleichung y2 == — Vi» ^^ ^'^ ^^ch y2 ==^yt 

oder y, ac ^^^^-yi oder, da ^px= yi ist, 

-.Vi 

schreiben können, wenn wir yj+Ai für y^i und yi + ^i für yi einsetzen: 

yj+«j==' — p — ; 

Wird nun rechts Ö6 Ciibirong ansgelfthrt, und dabei die Oi^ und a^^ ent« 

9* 



folglich: ö|=^— r.aj. 
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habenden Glieder, da sie das Quadrat und den Cubus einer unendlich 
kleinen Grösse, die also nach Nieuwentiit lur zu halten sind, ^u Facto- 
ren haben, weggelassen, so eriialten wir: 

Hier sind nun wieder die Glieder, die frei von den unendlich kleinen 
Grössen a^ und a^ sind, s 0; es ergiebt sich also die Gkidiung: 

3yi* 
Aus der Vergleichung der beiden lür Of gefundenen Werthe folgt nun . die 

Gleichung: E..|.a, = ^.a„ 

oder, da Vi ^Vp^ war: ^''r=7&' 
'* '^ 9 ^1 da; 

Es wird also: ^2 ^* ^h' 

Vfir sehen also: es ist die Subtangente der Neit*schen Parabel gleich dem 
dritten Theile der Subtangente des correspondirenden Punktes der ihr zu 
Grunde liegenden gemeinen Parabel. Bei letzterer ist nun bekanntlich die 
Subtangente ti stets =2x, mithin ist t^ =-|x. — Man bemerkt übrigens 
leicht, dass diese Tangentenmethode nur dann anzuwenden ist, wenn die 
beiden in Rede stdieltden Gurren algebraische Gleichungen haben, indem 
nur dann in den Ausdrücken fiir Hi die quantitatis infihitesima a2 als Fac- 
tor vorkommen kann. 

Gehen wir jetzt zum umgekehrten Problem über, aus der Gleichung 
für die Subtangente s die Cunre wieder zu finden. Dies löst Nieuwentiit 
auf folgende Weise. Im Allgemeinen ist der Ausdruck für die Subtangente 
ein Bruch: dessen Zähler g^ dessen Nenner / heissen möge. Es ist also 

g 

im Allgememen s = y , woraus folgt f$ =; g. Nun schreibt Meuwentüt 

folgende Operationen vor. In dem die linke Seite dieser Gleichung bilden- 
den Ausdrucke f$ werde x an die Stelle von $ gesetzt, und dann jedes 
Glied mit dem zugehörigen Exponenten von x dividirt; eine Operation, die 

er durch das Symbol ( y ) andeutet, in dem also das A keine andere Be- 
deutung hat , als eine auszuführende Operation anzuzeigen , etwa wie das i 
in der Düynsialreohnuilg die des Sifferenzireiis bodeMeU Ebaiiaa «gilcn 



auf der rechten Seite, ako in dem Ausdrucke g alle Glieder jedes mit dem 
zugehörigen Exponenten der VariabeleH dividirt werden, was durch das 

Symbol ( -^ ) angedeutet wird, ^e so erhaltenen Ausdrucke ( ^ ) und 

/ -^j, durch das Gleichheitszeichen verbunden, liefern dann die verlangte 

Gleichung d^ Curve, zu der noch eine Conatante hinzutreten kann« Es 
sei z.B. als Ausdruck für die Subtangente gegeben die Formel: 

. — _?(! ?1 

so ist also ß^x^=ify — ttV^^Ü'» folglich /«=/?*jr«; wird nun an die 
Stelle von s die Abscisse x gesetzt, so entsteht fs-=^ß^x^\ indem weiter 

durch 1 '— \ angedeutet wird, dass in dem Ausdrucke for fs jedes das x 
enthaltende GOed mit dem Exponenten von s dividirt werden soll, ergiebt 
sich in unserem Falle: ( ^ j = ^-5^; ebenso wird: 1 -g- 1 s» ^; be- 
zeichnen wir nun durch C eine Constante, so lautet die ^esudite Cturren« 

gleidiuög: l*"^*! 2^' 

oder: /?*x*c= (7— ay. ^ 

Weiss man nun, dass für x=s 0, y = /7 ist^ so ergiebt sich C^a^ß^; 

es ist also die Gleiehung der Curve: 

ako die Ellipse, und in der That ist diese Aufgabe, wie man bemerkt ha- 
ben wird, nur die Dmkelirung des ersten bei der Tangentenmethode er- 
wähnten Beispiels. Wenn man nun untersucht, ob dieses Verfahren etwas 
Richtiges liefern könne, und welches der Grund davon sei (Nieuwentiit 
giebt einen solchen tiicbt an]|, so erkennt man leicht, dass sich die Rieh- 
tigkeit dieses Mechanismus auf dieselbe Weise darthun lässt, wie die in 
§. 3. erwälmte particuläre Lösung Newton's, die derselbe angab, um aus 
einer Fluxions-^ die Fhienten^eichung abzuleiten. Die gesucbte Corven- 

gleichung nämlich bat die^Form: f(^yy)=^0. Da nun stets: 

if(x, y) 
ojj_ dx 

S~ ifjx, y) 
dy 
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dm 
und die Sobtangente i = yj- ist, so ist: 



in^. 9) 



.=- * 



/? 



ix 

Es ist also der Nenner / = . ^^^f^^\ der ZaWer g^y^-^^"-^- Wirdnun 

der Nenner nach s integrirt, so werden, wenn J-^ — eine algebraische 

Function ist, und solche Fälle betrachtet Nieuwentiit nur, die Exponenten 
aller x um die Einheit vermehrt, und jedes Glied durch diesen Exponen- 
ten dividirt, es kommt also dasselbe heraus, wie bei der von Nieuwentiit 

durch (-7-) angedeuteten Operation, namMch das partielle Integral nach x, 

^^^£^ ir. Femer lautet der Zähler j = — ^^~^V, «nd in ihm ist 
jedes GUed nur mit dem Exponaten Ton y zu dividiren, um daraus eben- 
falls f(x, y) abzuleiten. Denn um aus ■ , ' ^ letzteres zu finden, haben 

dy 

wir nach y zu integriren , d. h. alle Exponenten von y um die Einheit zu 
erhdhen und dann durch diese Exponenten zu diWdiren. Da nun aber daher 

Zähler q nicht bloss ^ / ^ , sondern dasselbe bereits mit y mutiipiidrt, der 

die Exponenten in erhöhtem Zustande enthält, so ist bloss noch eine Di- 
vision nothwendig, daher denn die mit dem Zähler vorzunehmende Opera- 
tion nur durch \^\ nicht durch f ^ ) bezeichnet werden musste. Man 
erhält 'also durch Nieuwentiit's Verfahren eine Gleichung von der Art: 

also die gesuchte Curvengleichung f{x^ y) = 0, vorausgesetzt, dass der par- 
tielle DiffereiizialquoCient ' ' nur eine Function von », -~~ — nur 

eine Function von y sei. Ist dies nicht der Fall, so liefert Nieuwentiit's 
Verfahren ebenso wie das in $. S. dargestellte von Newton angegebene nur 

dann etwas Richtiges,, wenn \l und ' ' ausser reinen Functio- 
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nen von x und y nodi partielle Differenzialquotienten Ton denselben Func- 
tionen beider Veranderltcfaen x und y, bezüglich nach s und jf enthalten. 
Zugleich aber sind dann die durch Nieuwentät's Verfahren aus dem Zähler 
und Nenner herrorgehenden Glieder, die gleich sind, nur einmal zu schrei- 
ben, eine Bemerkung, die Newton nicht entgangen ist, während Nieuwentiit 
sie übergeht. 

Die Flächen auszumitteln war ihm nur bei parabolischen Curven 
möglich, und zwar verfuhr er auf folgende Weise. Es sei (Fig. 41) die 

Gleichung einer solchen: y=x'i oder y^ = xP, die Subtangente beisse «, 
der unendlich kleine Theil Miüf2 ^PxQ der Abscisse werde durch e, P^O 
durch a bezeichnet. 'Nun verhält sich: 

^ : y s e : a. 
Es entsteht also die Gleichung: y.essiS.a, 
Es bedeutet aber ye nichts Anderes als die Fläche des Trapezes üfi.Vi's'^t 

denn dieselbe ist eigentlich ■ , aber, da das Product ae zweier quan*- 

titates infinitesimae für zu halten ist, wird daraus ye. Wird jetzt QCg 
»5/lf| ^s gemacht, so bedeutet, wie man sich auf diesdbe Weise über- 
zeugt , $a die Fläche des Trapezes PtQCCt . Aus der Gleichung y^^a^ 

der Curve folgt nun: qy^"^ . a ^ pxP-^ . e oder, da aus der obigen Be- 

s .a 



Ziehung ye = 8a folgt: e = 



9 

qy^ = ps^:-^ . s. 



Folgüchwird: , - ii?!. :« J:^ ==! .^. 

Es ist also 8 : SMi = QCf =-?-.«, oder,' da « = OMi = Q^P^ ist, ist 



» = — . QiPi und folglich s . a = ^xa=^. QiP^ . a. Das Product QP^ . a 



= — .OiPi und folglich $,a^^xa=^^ 
V Pf 

aber bedeutet nur die Fläche des Trapezes QiPiPiQi- Es ist mithin: 

q Q 

omn. «a = — omn,.wü = •^- X omn. trapex Ot^i^iOi« 

Die Gesammtheit der Trapeze 61^1^202 ^^^ bOdet die dreieckartige 
Fläche OQiPii also ist; 

q q 

omn. sa^^-^ <mn. aa = -^ der Fläche OOtPi. 
P P 

Nun ist : omn. yt ss Fläche 01f| Pi , onm. m ^ Flädie OQi Px 
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und daher: omn. ye + omii.«« = Rechteck OH^Pift ^ sy* 
Da HOB y'i » m, vmi ia »— m w«r, haben mr riso: 

P 

oder : ^ — J . omn. xa = xy ; 

P . 

tiinbin : omn, ata • 



P+« 



d. h. : Flache OM. ?- = -'-. Rechteck OM. Pi Qi 

tind zugleich : omn. y . e = — ^— . xy , 

«+P ^ 

d. h. : Fläche Oft Pi ^ -X- . Rechteck OJITt Pi d . 

P+« 

AJle übrigen Flächen bestimmt Nieuwentiit, wie Newton, entweder durcb 
Yergleichung mit bekannten, oder durch Entwickelung der Curvengleichung 
in Reihen. Dagegen bestimmt er richtiger als Newton die Flexionspunkte 
der Gurren, namUch auf folgende Weise : Eine Gerade berflhrt eine €ttrve 
4snB, wenn bride ein^ unradlich Uem^ Theil, eine quantltas infimtesima 
gemeinsam haben. Es hat also, wenn (Fig. 42) S^Pf eine. Tangente ist, 
diescdbe mit derCurve OP1P2 die kleine Linie PiP^ gememschafUich. Wirl 
nun. im Punkte P, eine Tangente S^P^ gezogen, so ist dieselbe, wenn die 
Curve OP1P2 concav gegen die Abscissenachse OM^M^ ist, grösser, wenn 
sie convex ist, kleiner als 5|P|. Wird daher P^K^^iPf gemacht, so 
ist S^R die Differenz der beiden Tangenten 5|P| und S^P^, Bezeichnen 
wir wieder die Abscisse OM^ durch x, die Ordinate MiP^ durch y, ilfiJfj 
durch €, Q^Pi durch a, S^Mx durch «i, ^2^2 ^^ <2> '^i^s diurch p, 
so ist: Jtfj5j = f+«f +p in einer concaven, 

M^S^ = e+5i — f in einer convezen Gurve. 
Dieses Griterium lässt sich noch anders ausdrücken. Nehmen wir nämlich 
fiCi tt *«*« » OA ^4 MiSi , so dass L^C^ « PjSj ^ 0C, = M^S^ — 
if^Sjsse+p in einer concaven, =e — f in einer convexen Gurve wird, 
und ziehen durch die Punkte Ci, C^^ eine Gerade, die die Ordinate if|P| in 
Ti trifft, so entsteht die Proportion: 

oder, wenn w 1%^ dureh ^ beacdcho^n: ' 



fol^ch: Siüss: ti(e+p) für eine concave, 

«10 SS ^(e — p) f&r eine conveie Cunre. 
Da sich zugleich aber S| :y=:e:« verhält, also «ttf^^ye ist, so haben wir: 

ye=:ti(e±p) 
oder; f« = ^i«+^tP- 

Es ist also: h^9 ^^ ^^^ concaven, 

t2>y bei einer convexen Curve. 
Dies Criterium lässt sich nun noch anders ausdrücken* Enichtaa wir nioi- 
lich Jf|D| = QCi senkrecht zur Abscisseiiachse, ebenso M^D^ ^ ^1^2« so 
wird L2D2 =£1(72 =: t+p; wird nun DiD^T^ gezogen und if|7j durch t^ 
bezeichnet, so entsteht die Proportion: 

f 2 : «I = e : e+p 
oder : «t e = ^jt« +p). * 

Es ist also: t2<^h ui einer concaven, 

f j > «I in einer convexen Curve. 
Ein Plexionspunkt findet also dann statt, wenn t^ =«i ist. Sehen wir 
zu, was dies bedeute. Offenbar ist e das Differenzial der Abscisse, 

also dXy « + p das Differenzial der Subtangente, also, da diese y — ist 

ist e + P^^'fy^-K Nun lasst sich also die Gleichung «le^/jCe+p) 
so schreiben: 



(olglich ist: 






äs 
Es besteht also das von Nieuwentüt au^est^te Criterium des Flezions«- 
jtOQkts darin» dass t^—h ist, d. b. dass 

dx 



,/ dx 
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d 
also; — 






ds' dy ' ' ds 
oder: -»;fcf, = 0- 

ist. Es ihuss mithin --^ = 

sein ; Virir sehen dso , dass dieses Criterium mit dem von Leibniz aufge- 
stellten völlig übereinstimmt. 

Die Bestinunung der Maiima und Minima hingegen gelang ihm wieder 
durchaus nicht. Fassen wir nun Alles über ihn Gesagte zusanunen, so 
sehen wir, dass Nieuwentiit's Versuch, .eine Rechnung aufzustellen, die 
dasselbe leiste wie die Leibnizische Theorie des Unendlichkleinen, und doch 
von den Mängeln frei sei, an denen dieselbe litt, im. Ganzen ein misslun«- 
gener zu nennen ist. Denn einmal beraubte er sich durch das Nichtein- 
gehen auf die Differenziale höherer Ordnungen des Mittels, manche Aufga- 
ben, wie die der Bestimmung der Maxtma und Mhiima, zu lösen, oder er 
erschwerte sie sich wenigstens sehr, wie bei der Untersuchung der Fle- 
xionspunkte; sodann aber bemerkte schon Leibniz sehr richtig, dass ja die 
Schwierigkeiten beim Begründen der Rechnung mit Differenzialien erster 
Ordnung ganz dieselben seiei^ wie bei der Anwendung der höheren. Denn 
wer einmal Nieuwentiit zugegeben hat, dass das Product zweier quantitates 
infinitesimae ein „nihil** sei, der wird sich Wohl auch nicht scheuen, das- 
selbe vom zweiten DUferenzial im Vergleich mit dem ersten einzuräumen. 
Zugleich aber ging er auch des grossen Vortheils des Algorithmus verlustig, 
indem er sich mehr der Newton* sehen Methode zuwandte, wodurch es denn 
kam, dass sein Werk der im folgenden Jahre erscheinenden Differenzial- 
rechnung vom Marquis de THospital gegenüber sehr bald in gänzliche Ver- 
gessenheit gerieth, die es wenigstens in solchem Masse gewiss nicht verdient 
hat, denn das Streben nach Gründlichkeit in demselben ist wenigstens 
grösser als in der von de THospital angewß^ndteo Theorie des Leibnizischen 
Unendlichkleinen. 
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i. 11. 

Die wichtigsten Sätze Taylor's. 

Während, wie wir gesehen haben, einige der Englischen Hathemati« 
ker, wie Raphsen, Maelaum die Newton'sehe Lehre der Fluxionen fester 
3U begründen und zu veryoUkommnen strebten, suchte Brook Taylor (1685 
— 1731) di^ Lehre der endlichen. Incremente auszubilden*), indem er sehr 
richtig urtheilte, dass da das Verhältniss der Fluxionen dasselbe sei, wie das 
der Incremente im Zustande des Verschwindens , sich die Theorie der 
ersteren aus der der letzteren müsse ableiten lassen. Mit dieser Ansicht 
aber tritt offenbar Taylor dem Principe der Leibnizischen Diflferenzialrech- 
nung bei, welches, wie in $. 8. gezeigt worden ist , ein rein arithmetisches 
war, denn es ist dort gezeigt worden, dass die arithmetische Progression 
der Grundgedanke Leibnizens ist. Von den phoronomischen Sätzen , die 
das Fundament von Newton*s Fluiuonsrechnung bilden^, findet sich bei Taylor 
keine Spur, ja es wird kaum in der Einleitung, und da nur oberflächlich, 
gewissermaassen als überflüssig, die Definition von „Fluxion" gegeben. Wir 
haben daher sein Verfahren, da seine Annäherung an Newton lediglich in 
äusserlichen Dingen, in Bezeichnung namentlich, besteht, in die Entwicke- 
lungsgeschichte der Differenzialrechnung setzen zu müssen geglaubt. 

Taylor berücksichtigt also ganz vorzüglich die iendlichen Differenzen» 
oder, wie er sie nennt, Incremente. Dieselben bezeichnet er durch Hinzu- 
setzen von Punkten unten an die Buchstaben, so dass das erste Increment 
von s bezeichnet wird durch x^ das zweite durch s, das dritte durch x 

' • • • • 

tt. 8.Wm worunter also dasselbe zu verstehen ist, wie bezüghch unter Jxj 
J^x, J^x, u. s. w. Taylor giebt daher zunächst die Art und Weise an, 
wie diese Incremente gebildet werden , ' dass die Veränderliche um das In- 
crement vermehrt und sodann der ursprüngliche Werth abgezogen werde. 
Es wurd mithin aus einer gegebenen , drei Veränderliche jr , y , « enthal- 
tenden Gleichung f z. B. 

indem zuerst x+Xj y-t-y, z+% für x, j/r, » gesetzt und dann die geger 
bene Gleichung il)gezog^ wird, die ilncrementeogleichung gebildet: 



^) Kook Tlylor: „lletbe4uii:iii«r6iii6fttorQn^.dir«c(a et iniier^i/* miß 
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24rjJ + X« ~ 3xy — 3xg — 3jpjf + 8ss + 3«i + ixf — Jff — IJ«— y*— 2yy 

— j* + 2« + i* = 0. 
Dividireu wir diese ganze Gleichung durch ein Increment, z.B. durch x^ 
nehmen die Incremente sehr klein, od^ mit andern Werten, setzen die 
Momente Newton*s an ihre Stelle, so ktonen wir, an deren Stidle, da ihre 
Veiiiältnisse die8eH>en sind, wie die der Fhnionen, aueh die Fluiioneii an 
ihre Stelle setzen. So folgt aus der aufgestellten Incrementimj^eiehimg 
zunächst: 

y ^ t y % y 

Zx^x—ix — 3y— 3f + 3x— + 3« +3«— y— — s-= y- 2f— 

♦ X • X • X X * X X 

f • • . • • 

-T-— +2«— + — = 0. 

X XX 

• • . 

Gewöhnlich nimmt nun Taylor ein Increment, z. B. x als Einheit an, so 
dass dasselbe als Factor oder Divisor nicht geschrieben wird. Lassen wir 
nun in unsrer Forpiel die Incremente in die Momente übergehn, also sich 

y ' 

annulliren, so können wir für -^, -^, die Quotienten der Fluiionen, 

X X 

. . 
T-, -r-, setzen, und erhalten so die Fluxionsgleichung. Indem nun Tay- 

XX 

lor auch die Bildung der höheren Incremente untersucht, zunächst x+x 

fflr X. dann in x+x wieder x-^-x an die Stelle von x setzend, so dass 

der zweite Werth von x wird x+2x +0;, u. s. w., konnte es 3mi nicht 

• •• 

entgehn, dass die Coefficienten, die sich bei dieser Operation ergeben, die 
fiinomialcoefficienten sind. 

Nach diesen und ähnlichen Sätzen geht nun Taylor über zur Läsung 
▼on Aufgaben, die sich auf die Lehre der ^dUchen Incremente bezidien. 
i)a dieseB)en jedoch nur mittelbar in die Differenzia)redm«nig gehören, in* 
•dem ja die DUferenzenrechnung für sich einen eigenen Itieii im Matiie* 
matik ausmachl, so sollen nur einige hierauf bezügliche Sätse Taylor*s, die 
derselbe jedoch alle ohne Beweis aufstellte, angeführt wi^ritn. •^UDtchst 
sei folgende Aufgabe gestellt. Sa sei eine Gleichung gegeben zwischen 
einer Yariabeten m und mehr(»*ea Inerementen der anderen YarfadMilen «, es 
sollen nun aUe W«rthe Ton m (also in geometrischcipi Sinbe , die Ordinate^ 
einer Curve) gefunden werden; zugleich sei noch bekannt, dass, wenn w 
dien V^^erth 4 hat, « «s B isl «nd man 4ce«e 4ie an .dlesar Slelü statt* 
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habenden Wertiie der Incremente von s bis zu dem Incremente derjenigen 
Ordnung, welche die zunächst unter der höchsten der gegebenen Gleichung 
stehende ist. Wir bezeichnen den Werth des ersten Increments erster 
Ordnung von s an der Stelle s = £ durch £, den des Increments zwei- 

ter Ordnung durch B u. s. w. Nun ist offenbar unsre Aufgabe daim gelöst, 

wenn wir die Werthe der Incremente ton z, also z; s; s; bis zum 

1 t s 

Incremente der höchsten vorliegenden Ordnung kennen, denn aus ihnen 
lässt sich dann leicht der Werth von z selbst ableiten. Es sei z» B. ge- 
gd^en die Gleichung: 

jr*« — a?« + « = 0; 

4 5 7 

und es ist also bekannt, dass für a? = Ä, z x B; z = B; z ^ B\ 

1 1 !l t 

X =iB\ .*• .. xam B ist; gesucht wird also B: ü; B\ u. s. w. Aus der ge- 
aase '789 

gebenen Gleiehung folgt nun: i == ttM—^'C^M; 

7 k Ä 4 

und wenn wir zu den Incrementen übergehen: 

« 35= *Jf + «« + XX flP*J8 2XXX 2dMPI «V — flC**. 

8 6 15 16 5 14 15 1 4 1 A 

Von hier aus kann man nun x finden, und zwar, indem man überall, wo 
• 9 

X oder x vorkommt, ihre Werthe aus den letzten beiden Gleichungen ein- 

7 8 . 

setzt, ausgedrückt durch x^ i; x; und so werden alle folgenden Incre- 

18 .6 

mente x u. s.;w. durch dieselben vorigen ausgedrückt, erhalten. Es lassen sich 

IQ 

mithin, da £, JB, JB, . .. £ bekannt sind, die Incremente B\ B: B: ... 

12 8 6 7 8 9 

ßaABs\s Denn aus der ersten unsrer beiden] Gleichungen ergiebt sich, 
wenn wir d? = i, also issD setzen: JB= AB — A^B. 

7 5 4 

Aus der zweiten wird, vweim vrir das Increment von x fdr den Werth A 
als constant und zwar als Einheit annehmen: 

B = AB+B + B—AB--2AB—2AB—B—B: 
• aaes 4 645 

oder * » (i + 1)B—IA + 2)AB—(2A + 1)Ä ; 

a 6 5 4 

u. s. w. 

Eme fernere Aufgabe ist folgende: Zu untersuchen, wie viel Bedin- 
gungen hinreichend seien, damit in zwei Gleichungen mit drei Veränder- 
lichen 0, y, 1, und einigten ihrer Incremente, wenn von der einen, z. B. 
von X alle Incremente bekannt smdt »ucb die der übrigen beiden Yerän- 
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derlichen g und z sämmtlich gefunden werden können. Es sei nun das 

niedrigste Incremeut von y, welches in den gegebenen Gleichungen vor- 

• 

kommt, y, das niedrigste von x sei x\ femer sei das höchste Increment 
y in der ersten Gleichung y , in der zweiten y , das höchste Incre- 
ment von x in der ersten Gleichung x , in der zweiten x . Diess vor- 

q+Q q+a 

ausgesetzt, stellt Taylor folgenden Satz auf als Auflösung seiner Aufgabe: 
Man eliminire aus den zwei gegebenen Gleichungen, die eine Yariabele, 
z.B. X mit ihren Incrementen, so bleibt eine Gleichung zwischen deo 
übrigen beiden Yariabelen x und y und ihi*en Incrementen übrig. Taylor 
behauptet nun, dass in diesen dasjenige Increment von y, welches in der 
Ordnung p+m ist, das höchste sei, wenn durch m die grössere der bei- 
den Zahlen r + o"; Q + s bezeiciviet werde. Es lassen sich also;* wenn die 
Werthe von y bis zu y bekannt sind, deren Zahl, m ist, säoimtliche 

Werthe Ton x finden. Um diesen von Taylor aufgestellte» Satz zu unter- 
suchen, müssen wir zunächst fragen, ob die Elimination der dritten Ya- 
riabele x mö^h sei, und auf welche Weise. Es mag diess gl^eich an 
einem Beispiele gezeigt werden. Gegeben seien die Gleichungen: 

xy — •! — xz =0; 1) 

4 4 2 

xh +xx—x^S'+y = 0. 2) 

Um nun x mit seinen Incrementen zu eliminiren, nehmen wir die Incre- 
mente von der zweiten Gleichung, so erhalten wir eine Formel, in d^r 
«, Xy JE, i vorkommen und die wir deswegen bezeichnen woSen <|urdi 

12 8 4 

f(z, X, X, x) = 0. 3) 

12 8 4 

Auf diese Weise haben wir zwar eine. Gleichung mehr gewonnen, aber es 
ist auch die Zahl der zu' eliminirenden Grössen um eine gewachsen, indem 
X hinzugekommen ist, welches in den gegebenen ^^eichungen 1) und 2) 

nicht war. Nehmen wir aber nun die Incremente der Gleichungen i) und 
3), so entstellt aus 1) eine 'Gleichung: 

q)(x, X, X, z) — 0; 4) 

2 8 4 ft 

in der x das höchste Increment ist, aus 3) eine Gleichung: 

^(i, «, 1, X, X) = 0; 5) 
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in der ^«rfalls i Aas höchste bicr^nent ist. Wir haben also jetzt 5 zti 
eliminirende Grossen, «,.«, *, x, x und auch fünf Gleichungen; Die 

12 8 4 5 ° 

Elimination ist alse möglich. Betrachten wir nun den Fall allgemein- und 
nehmen an, in der ersten der gegebenen Gleichungen sei das höchste In- 
crement der zu elimimrenden Grösse z, in der zweiten 2, und es sei der 

nngünstigste Fall Yorhanden, nämlich in der Gleichung 1) seien alle Incre- 
mente bis zu x, in 2) alle bis zu x vorhanden, so nehme man zunächst 

(A . V 

wenn v<C fi ist, die Incremente der zweiten Gleichung; dadurch kommen 

die Incremente « , jr , .,. z , jr; so haben wir jetzt ausser 

r+l r+2 A*~l H' 

den gegebenen 2 Gleichungen noch fi — v neue hinzu erhalten, haben also 
im Ganzen ^ — y + 2 Gleichungen, aus denen die Incremente 4, js, ,..4 

und X «dbst , mithin /^ -f 1 Grössen zu eüminiren sind« Indem wir nun 
in der ersten der ursprünglichen und in der letzten der aus der zweiten 
gegebenen Gleichung abgeleiteten , die beide % als höchstes Increment enU 

halten, wieder zu den Incrementen übergehn, erhalten wir zwei neue 
Gleichungen, während wir nur eine zu elimmirende Grösse x mehr er* 

halten , u. s. w. Wir haben also 

für /ti+1 zu elimimrende Grössen (i — y + 2 Gleichungen, 
^ » A^+2 „ „ „ ii—v+i „ 

1» ^+* •» ,» « /t — y + 6 „ 



»» ft+w »» „ » • iti— y+2» „ 

Indem wir so jfortschreiten , konunen wir jedenfalls einmal zu einem Werth 
«' Ton », lör den |U— y+2»' == /ii+n' ist, dies» tritt, offenbar ei«, wenn 
n' SS v\, und dann. kann & Elimination der /t+r Grössen vollzogen werr 
den. Diese ist jedoch die Uchste Zahl der Gleichungen, die nöthig ist; 
in dem oben angeführten Beispiele, wo die Vanabele % selbst nicht vor^ 
banden war, reichten schon 5 Gleichungen zur Elimination hin. Nachdem 
so die Möglichkeit und zugleich die Art und Weise gezeigt worden ist, wie 
eine Yariabele mit allen ihren Incrementen eUminüt werden lymn, unteF>^ 
McheA Teir Tayloi^$ Behauptung, 4adl^ wena also in den gegebenen Jbei«' 
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den Gleichungen y, s die niedrigsten; y , % lA der ewe*, y , 
. s in der anderen Gkichung die höchsten Incremeiite von y und %^ 

luod wenn «i die grössere der beiden Zahlen t'\'Q^ ^«fs bedeiitel, y 

p-fm 

das höchste Increment sei, bis zu welchem mau Behufs der Ehmination 
Ton % nebst seinen Incrementen fortschreiten müsse. Wir unterscheiden 
nun 4^ Fälle: 

I) r+cF>?+f B) a^r%>f\9 

1) ^>a; 1) a>p; 

2) e<a; 2) a<?. 

Im Falle I) 1), wenn (»>>a, müssen also zunächst die Incremente der 
Gleichung, in der % das höchste Increment ist, genommen werden« 

Indem nun hierin zugleich y das höchste Increment ron.y war, m^ 

steigt durch je einmaliges Uebergehen zum Incremeet, der ladet von y 
um di» Eiiriieit) ballen wir also (^ — <y)mal die Incremente genommm, ^» 
ist der höchste Index Ton y , y m der andern GlrifAung in der 

das höchste jetzige Increment von s, nUmbch % bereits enthdten war, 

ist das höchste Increment von y noch y . Indem nun der Annahme 

P+»- 
nach r+a>?+«, 

folglich r>e+5 — a 

ist, ist y noch von emer höheren Ordnung als • y . fahren 

wir nun fort, jetzt von beiden Gleichungen die Incremente nehmend, so 

haben wir die Zahl n zu suchen^ die angiebt, wie viele Iqcremente noch 

. • '« 

zu nehmet! seien. Wir haben also jetzt alle Incremente von «bis « , 

« «+? 

mithm |f +1 an Anzahl in unsren Glei^h^ngeli. pit Zah| der Gkichwig aber 

Igt A a+2. Um nun zu wissen, wie tirimaliBan dann mch^x« den Inere* 

menten übersugefan bat, bezeichnen wir die unbekannte AnzdU mit»; dieas 
muss offenbar so beschaffen sein, dass dann die AnzaU der zu eUmimieii- 
den Grössen der der Gleichungen gleidi ist, dass also die Gleidwug gilt: 

p+l+Ä « ^—#+2+8», 
woraus folgt: n » n-^l- 

Es iai aba dita böehsle boreneat vpa y^ y % »der r da f il-# ^ m 
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ist^ f . ^ fBäe 1) 2) bat mw^ nachdem man (er— ^) mal die fa» 

craMOte der ekien Gleichung genommen hat, m der einen als höchstes lu* 
crepeiil von y, y , in der andern y , und da der Voraas* 

P + r + O'-Q p + s 

Setzung nach r-|-a — Q^Sj ist y ein höheres Increment als y . 

p+r + a—Q p + r 

Um nun n hier zu finden , haben yvir die Gleichung : 

a-\rl+n = a—Q+2 + 2n 
also n = p — 1 

mithin als höchstes Increment y = y = y . 

P + r + a—Q+lQ—l) p-j-r-for-l p+tw— 1 

Im Falle H) 1) ist, nachdem man {q — a)mal in der einen Gleichung zu 
den Incrementen übergegangen ist, in der einen y , in der an* 

deren y die höchste Ordnung, und zwar ist, da s+n — c^r^ das 

erstere das höhere. Aus der Gleichung 

f + l+n 5= p— (T+2+2n 
folgt nun: n = er— 1 

mitbin ist das höchste Increment y iss y , Endlieb im 

Falle II) 2) erhalt man ebenfalls y als höchstes Increment; es gilt 

p+m — 1 

diess also für alle Fälle. Es müssen daher offenbar zur Eliminirung oder 
Bestimmung aller Incremente von x an die Wertbe y bis zu y , an 

ff P p + m—l 

Zahl also oi, gegeben sein. Ist diess aber der Fall, so können sämmtliche 
Incremente yon y nnd js, von y und x an, gefunden werden; die von 

f + m q 

y mit Hülfe des ersten Satzes, die von i mit Hülfe der auf diese Weise 
berechneten Incremente toh y. 

Diess setzt voraus, dass in keiner der beiden gegebenen Gleichungen 
s selbst vorkommt . Ist diess der Fall, so wird auch das Verhältniss, in 
dem die Anzahl der Unbekannten oder zu eliminirenden Grössen mit dem 
Bilden neuer Incrementengleichungen steht, ein andres, indem man dann 
zugleich die ebenfalls zu eliminirenden Incremente ;i, ;;, x, ... z mit er- 

1 « 5 q 

bali; bis <d^B fuhren je 2 aus den beiden Gleichungen abgeleitete neue 

s«kie YemiArui^ 4er Unbekanolen um zwei mit sich, so lange also ist 

:eina Pliiftimtio» piMdglick Erst dann, wenn sich gewissermaassen di^ 

W9i$$$nhorn, Prmc 4, Mfc, AnaL iO 
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Lficke zwischen^i^ und t ausgefttUt hat , wächst die Zahl da: Unbekannteti, 

indem man aus beiden Gleichungen immer weitere Incrementengleiehuogen 
ableitet, stets um eine; und ihre Zahl ist der der Gleichungen gleich, mit- 
hin die Elimination möglich, wenn das höchste Increment von y, y 

p+q+m 

ist; diess gilt, das z mag in der ersten, der zweiten oder beiden Gleichun- 
gen stehen. Es ist dabei angenommen, dass auch x selbst gesucht wer. 
den solle. Sollen bloss die Incremente gesucht werden, so ist diess mög- 
lich, wenn y das höchste Increment von y bekannt ist. 

p + q + m-l 

Nach der Aufstellung solcher Sätze, wie sie im Vorhergehenden er- 
wähnt worden sind, wendet sich nun Taylor zur Theorie der Reihen; und 
zwar stellt er sich zunächst folgende Aufgabe : Es seien zwei Veränderliche 
g und y gegeben, deren letztere von der ersten abhängt; [nun wachse » 
bis zu x+nxy und es werde nx =t«; (n—^ \)x = u; (n — 2)x = u; etc. 
bezeichnet; gesucht wird der Werth, den y hat, wenn x bis zu x+nx 
gewachsen ist. Nun ist offenbar, wenn x auf x+x gewachsen ist, der 
Werth von y, y+y, wenn x mf x + 2x gewachsen ist, y+2y+y, dann 

folgt y+Sy + 3y-¥y* Die CoefGcienten der suc^essiven Incremente von y 

sind nun, wie Taylor vorher bewiesen hat, die BinonüalcoeiBcienten ; es 

ist also der Werth von y, wenn x bis zu x + nx zugenommen hat, 

n , n( H— 1) , fi(n — l)(n — 2) . J y^ 

y-f-vy+ "i — cT •y^ i — T~5 • y + -.. Nun war siberna; = «, 

»« u (h — V)x ü 
(n — l)ap = ii U.S.W., folgUchist, da n=:-i-= — ; n — 1 = : =•;:; 

• XX X ^ 

• • • • 

(n — 2)x ti 
n — 2 = -^ =- = — ; u. s. w. ist, far x+u der Werth von y : 



X 



y u .n s u , u . M y 



^^1 ' X ^ 1.2 x^^ 1.2.3 ' x*^'" 
• • . • 

und ebenso hat y, wenn s von jr bis zu 4? — u abgenommen hat, den Werth : 

. tt y u . u y^ u.H.u ^ 

* 1 • :r ^ 1.2 * x»~1.2.3 *i» + -- 

* * . * 

Diess gilt fttr endliche Incremente, lassen wir dieselben aber verschwin- 
den, so haben wir also an die Stelle der Incremente die Momente zu 
setzen, oder da hier nur Quotienten vorkommen, die Fkxionen, Lassen 
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wir auch die Incremeiite tod x Wa tu NiiHlabiiefaai^o, so wM ic2sii s« i» . ^ 

wir haben abo, für ein x, welches bis zu x + m zu- oder bis su dp — n 

abgenommen hat« ab zug^örigen Werth von 5^: 

1 « « 

U^ 5 •* JL -1. *** 3^ -L 

*"'"TT"*"r:2-i^'*"7:27s'"i'^--- 



x 



•1 S 8 

und y_^.^+ _._+__._ + .... 

In den Z«dien der Differenxialrechnuiig dargestellt, heisst diess, wenn 
y = /(x) jst, nichts anderes, als es ist: 

/(«+«) =A')+j-V+r:2-^+TX?-rf,»+-- 

und fKx u)-r(x) ^._^+j 2- ^, ,2.3- rf,« +-• 

Man sieht sogleich, dass diess die Taylor sehe Reibe, eines der wichtigsten 
Theoreme, der höheren Mathematik^ ist. Zugleich kehrt jetzt Taylor seinen 
Satz um, indem er zeigt, dass wenn eine Gleichung zwischen x und y 
nebst einigen Incremeuten Ton y gegeben sei, jedw Werth von y mittelst 
einer unendlichen Reihe gefunden werden könne, w»m für emenspecielkii 
Werth von x das zugdiörige y nebst denjenigen Incremeuten, die in der 
gegebenen Gleichung vorkommen, bekannt sind. Denn nach dräi ersten 
der erwähnten Sätze können dann aUe Incremente bis in das.Unendliehe 
gefunden werden* Ist nun für ein bestimmtes x das zugehörige y, 9« f , . . . 
bekannt, so ist also fOr x + «f der Werth von y\ 

• • • 

oder lür unendlich kleine Incremente: 

*+Tjr 1.2*;^^"'" 1.2.3' i, + - 

welches die Taylor*sehe Reihe wieder ist. ^ 

Taylor geht hierauf zum umgekehrten Problem aber, die Fluente einer 

Fluxion zu finden. Es sei z. B. die Flueute von yx gesucht. Wir wollen 

sie auch hier, wie in $. 9. durch fl. ys bezeichnen. Das Verfahren Taylor's 

ist nun der in $, 9. beschriebenen Methode Raphson^s sehr ähnlich ; er 

setzt nämlich, indem unter «1 ei^ie noch unbestimmte Function von x und 

10* 



148 



jf erstand» ^4: fi^gi '^ ifg + %; 

woraus fcigi: yi *= gi + aiy + i; 

mithin ii = — xy, und daher u « /f. jry. Wir haben allo; 

fl. yx = Jcy—fl. sy\ 
Wird nun fl.xy^xy+v 

gesetzt, worin x die Fluente von ;c bezeichnet, so folgt: 

«y = <ry + iy + ^; 

^ # • • * •• 

mithin ist t? = — xy. und ü == — /f. xy^ folghch wird 

fl.yx^xy — xy + fl,sy. 
Wird nun /I. xy -= xy+u' gesetzt, tß bestimmt, tmd' auf diese Weis« 
fortgefahren, so erhUt man eine unendliche Reihe: 

ft.yx = xy — xy+xy — .... 

odef , da i t5s p^; i = ^^ ^ ; u. s. w. ist: 

• dl Ä^ * X^ " 

eilie Reihe , die , wie im g. 0. gezeigt werdet ist , iiiclils Anderes ist , als 
die Bemoulli'sche Reihe. Von einer Untersachung der Con- oder DtTer«* 
fite ist bei Taylor nirgendt die Rede. 

Hiet«auf sucht Taylor aus einer Gleichung, die zwei Variabel«, x, y, 
nebst cndgeii Incrementen Ton y «ithält, das y darzuateUen und zwar in 
Fbrtn einer unendlichen Reihe, die nach PcAenien Yon a (hrtschreüet^ der 
Art| dass die Exponenten dieser Potenzen von m eine arithmetische Reibe 
bilden. Es soll also die gesuchte Reihe fOr y die Form b^en : 

y = ix« +«««+''+ Cx«+^^ + lfe«+3/» + ... 
Es handelt sich daher darum, die Coefficienten i« fi, (7, 2>, ••• sowie 
das Anfangsglied a der arithmetischen Reihe und ^ 4Qn6tante Di0erenz 
ß zu bestimmen. Zunächst nun bemerkt Taylor , dass, wenn diese Reihe 
für y in die gegebene Gleichung substituirt werde ^ mindestens zwei der 
so entstehenden Reiben so beschaffen sein mOssen, ^% ihre ersten Güe*- 
der dieselben Potenzen Ton x enthalten , eine Reihe aber mit emem grösse- 
ren oder kleineren Exponenten anl&igt. Wir suchen diesa zwäebst i^ 
beweisen, und zwar gleich an einem Beispiele. Die gegi^ene GMcbung» 
ans weteher y in eine Reibe zn rerwaadein ist, sei: 



WM Umt Or y tfe fragfiche Reihe Ä^'hBx''+^ ^Cx^'^^f -^^ . . §A^&* 
tBirt, to mioBt tie die Form in: 

— a(a— l)iiu«-2_(tt+^^(a+^_lj2te«+/*-^ 

— (a+2^)<«+2i»— l)ßc«+2/»-«^ ...J 
Da nun diese Glächung für alle Werthe von x gelten muea, 9^ wün}e 
bieraua folgen, dass auch 1 s Q sei, was widersinnig ist Es kann aba 
unter diesen Umst^den die Reihe für y nicht angestellt werden. Nebipeii 
wir aber mit Taylor an, die Exponenten der durch Substitution von 

l««+2>Ä«+^ + C*'?+^''+ .. erbaUcaen Reihen seien Glieder eiaei* nnd 
derselben arilhmetjseben Progiüession und es sei der ExyMielil bei iw^üen 
der erhaUenefi Reiben derselbe, so gestaHet skh die Sache anders. DaM 
ndmlich erhielten wir statt der Reihen in 1) andend, ton der Fonn: 

+ lAxy±pBj!y+f±YCxr+^fi~.... \m^ 

wo also die erste und zweite Reihe mif d^^Iben EtpoHi^ntciil Vdn 9 it* 
ginnen, während die dritte mit d^-^pß anlängt, aUe aber Ei^onenten 
hdben, die eine arithofetische Reihe mit derselben fiififeretfz fi bfldelf. 
Haben die erhaltenen Reihen nun diese Form, so I^st sich dJ6 Aufgabe 
lösen, denn die dritte Reihe wird, wenn auch nicht vom Anfonge an, so 
doch gewiss von einem bestimmten GDede an dieselben Potenzen Ton x 
zu Factoren haben , wie die ersten. Es lässt sich leicht berechnen , wann 
in der letzten Reihe ein Glied mit dem Exponenten y efscheiiM; wir hAeA 
nur die GleiehoDg S — p-^^ß === y nach x als Unbekannter aufzulösen« 

wodurch sich findet: «= ^-3 — ip. Da j^ — d Glieder dersielben arith* 

metischen Reihe mit der Differenr ß sind , so ist ^ stets eine ganze 

ß 

Zahl. Indem sich nun femer in der dritten Reihe jedenfalls ein Glied mit 
itm Exponenten 0, also dem Factor afi = 1 befindet, so kann eine wider* 
sinnige Forderung, wie 1 a» nicht eintreten; die Aufgabe ist also löslich 
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usd die CoeiBcienten i, B, C, .... beBÜmmen sich, mdcsn man die Glie- 
der mit gleichen Potenzen von x vereinigt und die sich so ergebenden 
Factoren -= setzt. Soli demnach unser oben aufgestelltes specieUes Bei- 
spiel löslieh sein, so muss a so gewählt werden, dass zwei der Reihen in 
a) im Anfengsgliede denselben Exponenten haben. Welches Paar von den 
drei Reiben, die erste und zweite, die erste und dritte, die zweite und 
dritte, mit demselben Exponenten anfangt, das ist willkfdirlicb ; es lassen 
sich mithin im AUgemeinen drei Reihen für y finden, durch die die Auf- 
gabe gelöst ist. Nehmen wir an, die zweite und dritte Reihe in a) sollten 
mit derselben Potenz von a; beginnen, so ista so zu wählen, dass 2a + 1 
2= c — 2 ist; mithin muss a= — 3 gesetzt werden; der erste Exponent 
der zweiten und dritten Reihe wird dann a — 2 = — 5, der der ersten : 
a <f- 1 SS -^2. Um nun ß zu bestimmen, bedenke man, dass ß ein ge- 
meinsamer Divisor der Zahlen sein muss, welche man erhält, wenn man 
die ersten Exponenten der drei Reihen um a vermindert. Es muss also 
ß ein: gemeinsamer Theiler der Zahlen +i; — 2; — 2; sein. Da nun zu- 
gleich unsre Aufgabe nur dann lösUch ist, wenn in den Reihen GUeder 
ohne öne Potenz von x als Factor vorkommen, so kann /? nur %=: 1 sein. 

Setzen wir also in der Gleichung : y = ix« •\-ßx''+fi+Cx^'^ ^^+ ... a = — 3 ; 
j9 =s 1 , so nimmt sie die Form an : 

in der nun noch die CoelScienten i, f , C, X>, u. s« w, zu bestimmen sind* 
Wir haben nun zu dem Zwecke: 

y= —3Aar^—2Bx-^'-Cx-'^ + E+%Fx + iGx^ + iHx* + ... 
yy «: — 3ia?-7_54jj^^_(44jj+2Ä*)a?-«-(3ifl+3BC)x-^ 

— (3iJ?+2BZ> + (7Hii*>-«— . . .. 
folj^ch x'^yy — — 3iar-« — 54fo-* - (4ii» + 2B»>-» — (340 + 3ÄC)a?~' 

— (3i£+ 2BD + C' + iJSjar-i — . , . . 
endlich y = 124x~ö+65ar-*+2Cx"»-h3Fa?+6ea? + ... 

Es geht also die Gleichung: 

l+a-y— a;*j/y — y — 
äber.in dieiolgende: 

94x-»+(6 — 5i)Ä«-*+(2C— 4iB— 2B»>-»+(i— 3i/)— 3Ä0*"'i 
+(B— 4i£— 2BÖ — CV"' + \C + 2f+l)+... I""* 
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Eb efiUtcto akd xtir Bestimmung der Coefficieaten i, 1), C, !)••. die 
Gleichungen : 

9i «- 0, folglich 1 = 0; 

65—54 = 0; folglich, da A schon =r ist, U = 0; 

2C— 5iÄ— 25» = 0; oder, da schon i 5= 5=: ist, C = 0; 

1— 3iZ>— 3ÄC = 0; oder, da schon i = Ä = C = ist, 2) beliebig; 
jr — 44Ä-2SÖ— C = 0; also, da A = B = C « ist, i befiebig; 
C+2F+i » 0; folglich, da C = ist, f « — 4: 

/>+(S(f « 0; folgüch: 6 = — ?-. 

6 

u. s. w. 
Es lautet also die verlangte Reihe für y: 

worin A und £ willkührlich angenommen werden können, so dass zugleich 
die gesuchte Reihe noch zwei Bedingungen erfüllen kann. — Wir hätten 
nun Doch annehmen können , dass in der Gleichung a) die Exponenten der 
ersten Glieder der ersten und zweiten , oder, der ersten und zweiten Reihen 
gleich seien. Im ersten dieser beiden Fälle hätten wir a zu bestimmen 
gehabt aus der Gleichung a+ 1 s 2a+ 1 9 woraus sich ergeben hätte er = 0» 
der Exponent des ersten Gliedes der dritten Reihe wäre dann « — 2, also 
auch /? = 2 geworden. Im zweiten Falle wäre zu setzen gewesen a+1 
sc a — 2, eine Gleichung^ die zu erfüllen unmöglich ist. Es lässt sich da- 
her unsre Aufgabe nur auf zwei Weisen lösen. Freilich aber bleibt, da 
die Lösung auf der Methode der unbestimmten Coefficienten beruht, die 
wichtige Frage nach der Con- oder Divergenz der erhaltenen Reibe unbe- 
antwortet. Auf den im Obigen gegebenen Beweis gründet sich offenbar 
die geometrische Betrachtung , die Taylor anknüpft. Alle Exponenten der 
ersten Glieder der Reihen in a) haben nämlich die Form 6/?+c, b'ß-^-eff 
l'*ßj^c**y u. s. w.. indem sie Glieder derselben arithmetischen Progression sind* 
Um nun ß zu finden, trage man in einem rechtwinkligen CoordinateiH 
Systeme die Länge h als Abscisse ab ^Fig. 43), und errichte c als Ordi- 
nate, so dass O.V = », lfP=: eist. Ebenso werde 0.11' = *', M'F^c\ 
OM" = i", M**F' = c", u, s. w gemacht. Nun werde durch P und F eine 
Gerade gezogen ; die die Ordinatenachse in 5 trifft; zu ihr parallel ziehe man 
durch die übrigen Punkte , z. B. P* Gerade , P'R u. s. w. Indem nun zWei 
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dieser foponenieB*/J+c, b'8+e', *"/»+«", etc., z. B. hfl^e mi k^-^-c' 
gleich sein müssen, haben wir also die Gleichung bß+e — b'ß-t-lf', wwMis 

folgt: ß= rF4. oder da e = MP, & = M'F, also e—c' = PT, und 

h' — b=!Oia'—OM^»rM' = TP* ist: /» = ^ Es ist dso der Werft 

PT 

ran tß+6= b'ß+t'^ OM . ^+MF; der Wetth des Exposenten 6"/S+«" 

i^t = oilf"7^-^^ Jf"F". Es bedeutet nun aber OM^^ nichts anderes als 

die vierte Proportionale zu O'M, PT, PT, d.h. die Linie US, mithin be- 

PT PT 

deutet 0.lf J^j+lfP die Linie OS, ebenso bezeichnet OÄ"p;ji+Ä"P" die 

Linie OH. Da nun nach dem oben Gesagten die ^«fgabe nur gelöst wer- 
den kann, wenn der den Anfangsgliedern zweier Reihen in a) gemein- 
schaftliche Exponent der grösste oder kleinste von allen ist, so ist offen- 
bar, dass die Linie 05 grösser oder kleiner als alle übrigen, z.B. OR sein 
muss; und umgekehrt giebt die Lage der Punkte S ein Criteriüm fQr die 
Löslichkeit der Aufgabe. Soll dieselbe möglich sein, so müssen aUe R 
über oder unter 5 liegen, liegt ein Theil über, ein anderer unter S, S6 
i^t die Aufgabe unlöslich. 

Wie man sieht, schliesst sich Taylor in solchen Problemen, wie das 
letzterwähnte, an Newton, an; die Grundlage aber seines Werkes im Ganzen 
sowohl , als des wichtigsten von ihm aufgestellten Theorems ,' der Taylor*- 
schen Reihe, dessen Bedeutung er freilich wahrscheinfich selbst noch nicht 
erkannte, bildet die Theorie der endlichen Differenzen*), es ist also das- 



*) Da TaytoiT*» Werk zitmli^^h »cbwer verstSndItch iM,. indem ^krselb« 
seroe Sätze ohne Beweis, höchsteos mtl AndeutuugeQ desselben aufsiellle, so 
stellte Nicole in einem Aufsatze: „TraiL6 des dilferences fioies'S der sich in 
der „Uisloire de Tacademie royale des sciences. 1717. Avec les menioires 
de MathSmatique et Pl^ysique poor la mftme aun^e. Paris 1719^'^ findet, die 
^ineipieii der ReeiMung mit eRdlieNei» Differeazen verständlich er dar umi fü^e 
atna SMxe hinzu« So stellte er z, B. folgend Tbeorcsmt auf: 

A [a?{4P+tr)(«+2w),....(«+m~ln)] =;? mii(flr+n)(a;4-2n) .... (ir+»— *«); 
imd umgekehrt: 



•* 



«dbci, va$, wie ob«K schon hemeriU wurde, Leümuen zur Entdeckung 
der IKfferenxWiecbnuig fiibrte. 



S 12 

Euler's Begründung der Differenzialrechnung. 

In vieler Beziehung ähnlich wie Taylor stellte Euler . die. Priocipien 
der Differenzialrechnung dar*). Auch ihm war dieselbe nichts anderes als 
ein specieller Theil der Summen- und Differenzenrecbnung, Er geht da- 
her ebenso wie Taylor von endlichen Differenzen .aus und stellt sich zu- 
nächst die Aufgabe, wenn ^ eine Function von x ist, und x wächst um 
das Increment £(i, die zugehörige DiCerenz von y in eine nach Potenzen 
ien Ol fiortsdireitende Beihe ta entwkkdn, und dieäs flfar die ßiSifeniei 
aller Ordnungen zu thun, alao ReBien aüfeutlelien von der Form 

Jy ^P(a +Ow* + Äce^»+.,. 

^*y =r Pw»+(?w» +Äö><+ ... 
wo die CoefBcienten der Potenaen von ia wieder Functionen von x sind. 
Lassen wir nun ta verschwinden, so, bemerkt Euler, wird dadurch das 
Yerhältniss von oi oder ^x, zu Jy niclit unbestimmt, obschon Jy und oi 
selbst geradezu s sibd. indem aber nun daa'Verhältniss Jx\Jx^\At 
oder 1 -f ^x: 1 (ur ein: verscliwindeiide& Jx übergeht in 1:1, ergiebt siqli 
das$~4^«* gegen Aji oder ci»' gegea ft>> wenn e& verackwindet» waj^elwftea 
werden kam. & folgt daher, weaa wir ia misrer Reibe %» ^ Ax und 
al&o auch Ay bi& zu abnehmen lassen, dass P das dann gebende y«r^ 
bältmss von iy\is darstellt» u. ». w. Nimmt man nun « ab in aritbnvie^ 
tiscber Progression erster Ordnung wachsend am, so folj^, dass d^je, i^x^ 



2['»**(*+*)(*+2»)...(«+m— 1«)] = Ä(* + n)(ap'+*^)... («+«•— In}; 

-^Lap(*+nXa? + 2n).....t« + mii)J a;(aj-Hi)C«+2«) . . . ; (aj+iT^lti) ' 
IKes« sind die FandamemaMtke der SnaMMn- und ]>illerieii^nrccbiniDg , denei 
Ursprung also in Taylor zu fuch«n ist» ind^m Leibius sich yorzflgiich dem 
lecbnen mit unendlich kleinen Diflcrenten^ oder DifTerenziaFen zuwandte. 

*) »ylnstjtutiones caiculi differentialis cum ejus usu in an^lysi fipitomm 
nt doctoina tdiieniin. JMiclbfe Ldenlmtdo Eulero,''. FetcopoHtanae. 175$, 
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u. s. w. = sind. Nimmt man aber x als nicht in arithmetischer Progression 
wachsend an , so ist d^x nicht = 0, es kann daher das Verhältniss d^tf : d^x 
nicht bestimmt werden. Euler ist nun der erste, der darauf aufinerksam 
macht, dass also Gleichungen, in denen solche Differenziale vorkommen, 

im Calcul unzulässig sind , weil sie nichts andres bezeichnen als 0=0. 

Zugleich aber bemerkt er, dass die Unbestimmtheit einer solchen Differen- 

zialgleichung oft nur scheinbar sei, indem sie nur in unbestimmter Form 

erscheine, während sie einen ganz bestimmten Werth besitze. Es sei 

z.B. gegeben die Gleichung: 

_^ dyd^x — dxd^ 

Ist nun y ^px)\ dy «s q>{x'dx\ und, indem wir m als ungleichmässig 
wachsend annehmen: d^y s= tff{x)dx^ + g>{x)d^x; so können wir, di 

ip(x)^=^'Y war, die letzte Gleichung auch in der Form schreiben: 

oder : dxd^y = dyd^x + \p{x)dx^ ; 

Euler meint also , dass solche unbestimmt scheinende Differenzialgleichungen 
ebenso gut einen bestimmten Werth haben, wie z. B. (2+V — l)i(l — V*^)» 
also eine Differenz zweier complexen Zahlen, die reeUe ZäM 3 liefert. 
Ebenso nun , wie in der Definition des Begriffs der Differenziale, geht Euler 
auch bei den Reihen Ton den endlichen Differenzen aus. Ist wieder y 
eine Function von x, wächst x in arithmetischer Progression mit der con- 
stanten Differenz Jx bis zu xi-Jxj so ist, wenn Y den dazu gehörigen 
Werth von y bezeichnet: 

V . »» >^ I n(n—l) -. , fi(n — l)(n— 2) ., . 

Lassen wir nun ^jr bis zu Null abnehmen, jedoch so, dass stets lufjr s= A, 
80 folgt«»-, also j-.dy=y .5^; -—-.d^g=^-^.d*j,-.-.d^y 

h^ d^o h d^u 

= r-r; • j-^ — T*~fr • t^» ^^ «b«r d«r Subtrahend as ist, sa wird 
1 . 2 ds^ 1 .2 dx 
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''^*"T^^-' . (I*y = ~^ . ^, u. 8. w. Nennen wir daber y » /(afS tond 
also Y=fix+h) so erhalten wir die Taylor'sche Reibe wieder: 

Wir sehen aus dem Vorigen, dass Euler ebenso wie es Taylor vor 
ihm gethan hatte, rein arithmetische Principien zu Grunde legt, während 
fast alle Uebrigen dieselben an geometrischen Gebilden entwickelt hatten; 
Wir sehon femer, dass Euler erklärte, die Differenziale an sich sei = 
und dass nur das Yerhältniss im Momente des Verschwindens ein be- 
stinuntes in endlichen Zahlen darstellbares sei. Indem er sich so an 
Newton und die eine von Leibnizens Methode anschliesst, geht er nicht, 
wie jene, auf die Untersuchung ein, mit welchem Rechte dann mit den 
einzelnen Differenzialen gerechnet werden dürfe. Newton hatte diese Frage 
dadurch gelöst, dass er an die Stelle der Momente die Fluxioneu, Leibniz 
dadurch, dass er an die SteBe der quantitates inassignabHes , zu denen (f:fr, 
dy im Momente des Verschwindens werden , quantitates assignabiles , (tr)jr, 
(d)jf einsetzte. Euler spricht sich hierüber nicht aus, und retbnet mit den 
einzelnen Differenzialen ohne Weiteres wie mit endlichen Grössen* 



§. 13. 

Die Compensaiion der Fehler. 

Bevor wir die Difleremiahrechnung verlassen, muss nodi auf eine An* 
siebt aufmerksam gemacht werden, die, wenn sie ausgebfldet worden wäre, 
der Methode des Unendlichkleinen eine völlig sichere Basis v^schafit haben 
würde, die aber leider bisher nur ; andeutungsweise erw^rnt wird. Obscboii 
namUch, wie im Früheren gesagt wurde, die Theorie des Unendlichkleinen 
sehr bald sich veii>reitete und viele und bereitwillige Anhänger fand, so 
konnte es doch nicht fehlen , dass nach Gründlichkeit strebende Männer ihr 
entgegentraten. Der erste, der in dieser Beziehung, und gegen Leibniz se^).st» 
auftrat, war, wie oben erwähnt wurde, der Niederländer Nieuwentüt. Nach 
demselben trat, wenigstens nicht mit solcher Entschiedfaheit, geraume Zeit hin- 
durch Niemand c^en dieselbe auf. Gleichwohl aber gab esimmer noch Männer 
genug, die entweder, wie Huygens, die In&iitesinab-echnung überhaupt, in 
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3ir«r Gestalt sowohl als FIimoiM-, wie als Differen2ialrechmiDg gnindsicx- 
lieb nicht anwandten, und die Methode der Alten vorzogen, theils aber 
auch nur der Differenziabrechnung, insofern sie in ihr nur die Theorie des 
UnendlichUeiBen kannten, abhold waren, jedoch nichts Besseres ail ihre 
Stelle zu setzen vermochten. In diesem Sinne trat ein anoujsier Autor*) 
im Jahre 1734 auf und unterwarf sowohl die Newton*sche Fluxipns-» wie 
die I^fihaiziscbe Differenzialrecbnung einer strengen Kritik**). Wai^ der** 
aelbe gegen die erstere sagt, z..B. dass es widersinnig sei, eine Grösse 
um ein halbes Increment wachsen zu lassen, wie Newton in seinen Prin- 
cip. getban hatte (s. $. 3) , ist bereits im Obigen seines Ortes berücksich- 
tigt worden« Ebenso der Vorwurf, den man mit RiM^bt der Theorie des 
Vnendlichkleipen machen muss, dass dieselbe, indem einige Grossen als 
unendlichUein im Verglich mit den übrigen vernacfalässigt werden , ein 
nur annäherungsweise richtiges Resultat geben könne. Auch der Unge** 
nannte kommt, wie Nieuwentüt früher getban hatte, auf diesen Umstand 
zurück, glücklicher jedoch als dieser giebt er ein Verfahren an, wie we* 
nigstens ia der Anwendung der Diifferenzialrechnung auf Geometrie darge-^ 
than werdfsn könne , dass diese Unrichtigkeit des ]lesttltat& nur eine schein-« 
bare sei, indem allerdings ein Fehler begangen werde, wenn man einige 
Grössen vernachlässigt, dass dieser Fehler aber durch einen zweiten stets 
wieder compensirt, wieder aufgehoben werde. Als Beispiel wählt er den 
Bewds , der beim AufsujQhen der Subtangente der gemeinen Parabel geführt 
werde. Ihre Gleichung ist y*=pjr. Nach der Theorie der Differenzial- 
n»dinung wkd nun ein «neadlichkleines Stütk BQ in der Ordinale der 
Tangeste (Flg. 44.) angenommen, te« dem man aimknittl, A»9s e» nsil 
dem Stfteke P^Q der Ordhiate der Paraiel zudammenftlfef. Dmn sfdk 
man die Proportion auf: iyiis ^ fi $uhtms> 

woraus folgt: iuotang, = y^p. 



*) tf.The analyst or a discourse «ddressed to an infidel mathematician. 
By the autlior of tfre miDute philosopher. London. 1734.*' ßie unter dem 
fftel: „PhilaTethes Cantabrigieosis responsio ad Analystaiii '^ ersehfeoelfe Ver- 
tbtidigoiigssclirlft der IltrxieosreehaiHig war nftr leitlef niebt zag^Mglidf. 

^) BafVoD, kl der Einleitung serner IMIiode de» PtalAA», spricht srfdl 
ller ditt Verfasaer dcradUiäi wak gewohatar iieiifcmiRliafttiilkbeit amC 
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In miflami Bebpidef wo f* * JMT ist» orgiebt sich nun, wenn wir x am 
P^Q SS dx und also y um P^O =^ dy lunehmen lassen: (fi-rff;^ 
= p(jr+<te) oder fH2yd^+d^' =. pjr^prfx; 
oder: S^rff == px+p<ür— y« — rfy«. 

Indem nun der Yoraussetzung nach pjr = y^, also px — y^ ^ ist, folgt; 

2yiJy = prfx— dy*: 

Nun, fihrt der ungenannte Autor fort, schliesst man gewöhnlich so: da 
das Quadrat dy^ im Vergleieh mit x, y, p, dx, dg unendlich klein ist , so 
kann der Subtrahend rechts vernachlässigt werden und man folgert somit 

vdx 

aus unserer Gldchung : dy » -^ ; 
mithin T~ = "^* 

da r 

dx 2m^ 
Mim erhlR so die subtung. =a • •-?- =3 -^^ 

rf» P 
oder day'^fd; wart suhtang. ss 2js*. 

D»ss dieses Verfohren fehlerhaft sei, leuchtet nuB sogleich ein, indem die 

du^ 
Grösse -^ weggelassen wird. Allein der ungenannte Verfasser beweist 

die Richtigkeit des Resultats folgendermaassen : Es werden hierbei offenbar 

« 

zwei Fehler begangen, der eine indem man die Linien QR und OPi sJs 
identisch nimmt und QR durch dy bezeichnet, hierbei wird jedenlklls ein 
Fehler begangen , dessen Maass das Linienstuck P2R , welche vernachlSssigt 

mrd, ist; der zweite Fehler entsteht dufch Ausscheidung des Subtrahenden 

dv^ 

—. Suchen wir nun die Lange der Linie PjA, mithin die Grösse des 

ersten Fehküs zu ermittetai; sie werde durch u beteichnet, wfihrend 
^ ^ OPtf PfQ ^ dx sei. Nach einem von ApoUonias «ufgestolUm 
Satte nun verhSlt sich 2x:g f=: dx:iy-i-u\ 

woraus folgt: u ä ^^^_(iy. 

Da nun y^ s» px, also 4: = ^ ist, so folgt: 

t 

Wird dies« ia deo Werth COr n aa di«. Stelle Ton ix eiogeeeUt, M er- 
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giebtsieh: « = ä^l^/ü^-dy; 

oder « = -2-, 

Es ist also u genau gleich dem weggelassenen Subtrahenden in der Gleichung 

Denselben weglassen^ heisst also nichts anderes, als die Linie P^R zu QP^ 
hinzuaddiren, d. b. es wird auf diese Weise der früher begangene Fehler, 
dass QP2 mit QR identificirt worden war, woraus, wenn dx, dy noch 

für endliche Grossen angenommen werden, die unrichtige Gleichung: 

dx 
Bubtang. = j^^ hervorging, wieder aufgehoben. Weit entfernt also, durch 

Vernachlässigung von -^- einen zweiten Fehler zu begehn und die Un- 

richtigkeit des Resultats zu vergrössem, wird gerade hierdurch dasselbe 
zu einem absolut richtigen. Nur aber^ bemerkt der Autor, sei es eine 

unrichtige Vorstellung, wenn man das Glied ■—' wegen seiner Kleinheit 

ttabeachtet lasse, es geschehe eben nur desswegen, um zu dnem richtigen 
Resultate zu gelangen. 

Nach diesem anonymen Verfasser sprach sich auch Euler*) dahin 
aus, dass durch Vernachlässigung einiger Differenziale Fehler ausgeglichen 
würden, allein er bemerkt diess nur im Vorbeigehn, ohne sich auf eine 
weitere Untersuchung dieses Gegenstandes einzulassen. Es scheint auch 
eine solche nicht wieder angestellt worden zu sein bis auf Camot. Auch 
dieser zeigt **) , dass durch das Vernachlässigen von einzelnen Gliedern die 
Rechnung nur berichtigt, nicht unsicher gemacht werde. Es sei z.B. die 
Sttbtangente der Elhpse gesucht. Man nehme, wie es Leibniz that, an, 
dieselbe sei ein Aggregat unendlich kleiner Linien, wie QP^ (Fig. 39); fer- 
ner sei MiM^ » N2Q2 =3 ^JP} ^2^1 = ^!fj so folgt, dass die Linie 
PiPs um so kleiner wird, je kleiner Jjc^ Jg angenommen werden; es 
wird also, je kleiner diese sind, um so richtiger die Proportion gelten: 



*) Instilutiones caiculi differdotialis etc. Introdttclio, 

**) „Oeuvres math^matiques*^ par citoyen Carnot, A Basle 1795* ,«Be« 
flexioiis cur la-ioitaphysi^ue da cakttl superieur/* 
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oder: Jg iJs ■» yivtktmmj. 

Sind Dim «, (, die HaBbachsee der EUipse, so ist dure Gleichiiiif: 



mithin wird: 



y* sar ^-j^dL^ — s^)^ mithin ist auch: 

also- ^ ^* ^ + ^i^ 

und es wird: •»»««•f. = __. ^_- .,. 

Sehen wir ab vom Zeichen und TemaeUissigen ^x und ^y, so folgt: 

$ubiang. = — .^. 

Dass nun diese Glddiong eine nicht näherungsweise, sondern absolut 
richtige ist, lässt sich nach Camot dadurch nachweisen, dass nach einem 
bekannten Satze die Subtangente MfS der Ellipse ebenso gross ist als 
die des über derselben Absdsse beindfichen Punktes P^ eines mit der 
grossen Halbachse a der Ellipse als Radius beschriebenen Kreises. Es ist 
also ^ OiV|5 ein rechter , mitliin, wenn die Ordinate M^Qi durch g' 

bezeichnet wird: M^S = iubtang. = ^—; und da y' = -rg ist, wenn 

y = lf|Pi, so folgt: MfS ^ iubiimg. ^ 72 - » mithin dasselbe Re- 
sultat, wie es durch Vernachlässigung von ^x^ Jg erhalten war. Im 
Grande aber, bemeikt Camot, wird hierdurch kein Fehler begangen, son- 
dern nur die Unrichtigkeit, die in der Annahme liegt, die Ellipse bestehe 
aus einem Aggregate gerader Linien, OiPi, wieder ausgeglichen, als9 die 
Richtig^Leit der Rechnung, hergestellt. So kommt es , dass Carnot als Cri- 
terium dar Riditi^eit eines Resultats angid^t, dasselbe dürfe keine der 
willkfihriidien Grössen, Jx^ Jg^ mdir enthalten, und sich dahin aus- 
spricht, dass dieselben nicht allein Tcmachlässigt werden können, son^ 
dem müssen« 

Es ist wohl nicht zu leugnen, dass durch eine weitere Ausbildung 
dieser Theorie der Compensation der Fehler das Verfahren der Vernachlässig 
gung einzdner Glieder, wie es in der Methode des Unendlichkleiaea «uigeöbl 



wird, auf eine sichere «od wisseiBchafUtoh^ Bftsift zurfickgeluhrt werden 
kann. Freilich wird dies ioimer leichter sein in den Anwendungen auf Cko^ 
metrie, als in der reinen Analysis; immer aber müssen dabei einige Sätze 
als bekannt vorauszusetzen sein , wie t, B. der Satz , dass die Subtangente 
der Ellipse der des Kreises mit der grossen Halbachse als Halbmesser 
gleich sei von Camot, der Apollonische Satz, dass sich bei der Paarabel 
2jr:jf = rfr :((y+ii verhalte, von dem anonymen Verfasser als erwiesen 
angesehen wird. Solche Sätze müssten natürlich erst unabhängig von den 
Hulfsmitteln der höheren Mathematik, nach der synthetischen Methode der 
Alten, auf phoronomische oder sonstige Weise dargethan werden, und das 
sowohl, als der Umstand, dass in jedem einzelnen FaBe ein besonderer Ke^ 
weis gefiührt werdeo musste» indem sieb eine ail^^emeia ^ul^ige JHetbodA 
nicht anwenden lässt, ist wohl der Grund, weshalb die Theorie der Fehler- 
compensation bis jetzt noch nicht weiter ausgebildet worden ist. 



Capitel m. 



Die DeriTationsreeliDnBg. 



S. 14. 

Lagrange's DerivalionsrechniiQg. 

Es is gewiss merkvi^rdig, das« bald mididem die Leibnidsch-Wol- 
fisebe Philosophie durch Kant den tödtüofaen Stoss eiiialteb hatte, auch 
eine neue, von der Yorstelking des Uneadllidikleinen ^reie^ Aufbssung der 
höheren Analysis an das Licht trat. Schon Taylor und £ider ballen in 
au'er DarsleOung der DiffeMMialrecfanung der Hälfe feometriBdier Torsten 
hmgen entsagt und dadurch dieselbe allerdings in grösserer Allgemetngtt^ 
tigkeit, frei von den beengenden Fesseln, üie iKe Yorüdhuig das Rftiünes 
flir den menschlidien Geist mit si£h fuhrt, eben daterdi aber auch ab« 
stracter und weniger anschaulich gemacht, kurz die Differen^aineehnung 
gl^zlieh auf das Gebiet der reinen Analyaia ftzogen. Noch weker fing in 
der AbatTMtioii Lagraage, der vofi dem Fundamentaibegrift ^der AxialysiS« 
iwsl Begriffe dar F^inctioa 4us ao^eich die IninitesiinabrecbiMiDl 



Sem Verfahren nämlich ist folgendes ♦) : Es bezeichne f{x) eine Funclioü 
ton X ; gesucht sei der Werth , den dieselbe hat, wenn die Yariabele x bis 
auf x+h gewachsen ist. Lagrange setzt nun als gewiss voraus, dass sich 
fix-^-h) in eine nach Potenzen von A fortschreitende Reihe entwickeln lasse 
von der Form /(aj+*)= A^h^ + Ai,hf^+AxV''\- .... 

Um nun die CoefBcienten A^^ Ji, u. s. w. zu bestimmen, bedenken wir Fol- 
gendes. Da die rechte Seite der Gleichung, wie die Unke f ür A = den 
Anfangswerth f{x) geben muss, so folgt, dass die Exponenten lauter po- 
sitive Zahlen sein müssen, weil, wenn einer derselben negativ wäre, die 

A 

rechte Seite für A = den unzulässigen Ausdruck --r liefern würde. Da. aber 

fierper filr A3=0 die rechte Seite nur den einen Werth fix) annehmen 
muss, so folgt, dass die Exponenten auch nur ganze Zahlen sein kömien, 
denn kamen gebrochene Zahlen unter ihnen, also Wurzehi vor, so würden 
wegen der Vieldeutigkeit derselben lur A=-0 mehrere Werthe herauskom* 
men. Endlich folgt aus der angegebenen Bedingung , dass das erste Glied 
von A frei sein müsse, damit für Ac^^O sich nicht die ganze rechte Seite 
annulUre und dass das erste Glied ==f{s) sei. Es ist also die Reihe von 
der Form: fi^+h) =/(a?)+AA+ÄA2+C'A» + ...., 

indem Lagrange voraussetzt, dass im Allgemeinen sämmtliche Potenzen von 
h sich finden. Um nun i, B^ C, u. s.w, zu finden, bedenken wir, dass 
die Gleichung, indem man sich auf der rechten Seite den aUen Gliedern 
mit Ausnahme des ersten gemeinschaftlichen Factor A herausgesetzt denken 
kann, jedenfals die Form hat: 

wenn a eine Function von ^ und A jbezeichnet* Dies ergiebt sich schon 



daraus, dasis 



aus eben dieser Gleichung folgt: 



Wir könnet also' a durch q>(x^ A) bezeichnen, so dass f(s + K) = 
/(j^+A. 9)(a?,A) wird. Zugleich ergiebt sich aus dem Bisherigen, da 
a = A + ÄA+Ci^ + .. .9p(a?» A) ist, dass es sich in zwei Theile theilen 
lasst, deren einer kein A enthält, also im Allgemeinen eine Function blos 
von w ist , deren anderer eine Function von x und A ist und A als Factor 



' ^) Ligrtnget „triili des foncttonsanalytiques.'* Nouv. edit. Paris. ISIS. 



ei^tbiU. Der von h freie Theil kaon nun ofiR^bar, d9 für A = 0» ^x» A). 
in ipißf) musft , keia anderer sein di^ ^(a?) selbst ; e^ i»X also g^{x, h) =; ^. 
f)(9) + A . xp(x^ K) , mitbin wird : 

fis +*) = A«)+* • f (x)+AV V<ap, A> 
Indem nun wieder tp{x,h\^^lx) + h\xi'^9J^) ist» u. s. w. ^bätt tnao 
durch immer neues Zerlegen die Reihe: 

/ia?+A) ~ /(Jr)+A . y(a?)+ÄVW+i»x(J^)+ ... a) 

Was die Convergeoz betriift, so kennen die Bedingungen derselben nack 
den bisherigen ganz allgemeinen Betrachtungen natürUch nicht angegeben 
werden, es leuchtet aber ein, dass, da die unendliche Reihe für A = con- 
Tergirt, indem ihre Summe dann = f(^) ist, irgend ein Werth von h exi- 
stirt, ffir den die Summe der auf irgend ein Glied folgenden GBeder kleiner 
ist als dieses selbst, insofern dies nicht unter unendlicher Form steht. Bis 
jetzt ist nun zwar gezeigt worden, dass die Coefficienten der einzelnen Po- 
tenzen Ton h im Allgemeinen Functionen von x sind, es ist nun noch zu 
entwickeln, nach welchem Gesetze sie von einander abhängen. Zu dem 
Zwecke suchen wir den Werlh von /*(«+*+*). Dieser kann nun auf 
doppelte Weise geftiaden werden, entweder iudem wir in or) nur A-f-ür an 
die Stelle von k setzen, oder iudem wir in derselben Gleichung x-{-k 
an die SteHe von x setzen und die Coefficienten /(x+t), ^(x+Är) u. s. w. 
in Reihen verwandeln, die nach demselben Gesetze yne die Reihe o) nach 
h , so nach k fortgehen. Durch das erste Verfahren erhalten wir nach a) 
die Gleichung: 

f{x + h+k)^fix) + ih+k).(p(x) + {h + k)^,xt^{xH(h + k)x\x^+... 
oder nach Potenzen von A und k geordnet: 

{x + h+k}^ f(x)+hf(x)+h^,xf,ix)+ Ä«xO»^) +...♦. 

+ky){xy+2hktpix)+ih^kx^x)+ .... 

+ k^{x)+.... 

Purch da3 zweite oben erwähnte Verfahren erhalten vnr aue^ 9) : 

/^a;+A+fc} =/]Ca?+t)+A5P(a?+fc)+A2^(#+*) 

+h%x+k)+.... y) 
Nun leuchtet ein, dass sich fix-^-k), q>(x+ky, VC^+A)» Z(^+A) U.8.W- 
in Reihen verwandet lassen, die nach Potenzen Ton k fortgeben» ebf nso wie 



sich f(s+K) in eine nach Potenzen vM A Cmsdbrciilende Reihe entwfjdLAtat 
lässt. Lagnmge fiLetzt daher: 

u.ft. IT., we die Coefflcienten ?on ür- in einer no<^ unbekannten Beziehung 
zu den froheren, f(^)y ^{x) u. s. w. stehen. Es Ieu<Atet ein, dass hier ein 
Irrthum von Sdlen Lagrange*s obwaltet. Denn indem in der Gleictiung a) 
die CoefBeienteii von h kmn h mehr enthalten, mQssen sie offenbar diesel- 
ben bleiben, «vir mögen ftm+h) oder f(JP+k) in eine Reihe verwaadein. 
Es müssen also in der Gleichung f) die CoefQcienten Ton k dieselben sein 
wie in a) die- ^^m k. Indem dies nicht berücksichtigt wird, kann es nicht 
wunderbar sein, dass sich ein 'nicht richtiges Resultat ergiebi. Demi wer« 
den die von Lagrange aufgestellteo Reihen (Qr /\[x+fr), <p(x + k) u. s. w. in 
die Gleichung /) eingesetzt, so erh9t man: 

fix+h+k) = f(x>+ */'(x)+ frT(a?)+ k^r 
. ^hifix)-^ Aft9)'(«)+ »kW + *^V 






YergleicIieH wn* nun in den beiden Mr. /fii»+A+*} aufjgest^ten Gleichun« 
geu ß) vküi'd*} die gleichen Potenzen- von h und- Ar, so erhalten wir die 
Gfeichungep: 

V^sß) = f(x) , 2\ff(x) =P y'(4r), 3x(J5*) ^ ^- (flP), • . . . 

xOBi^r<^) 



folg^cb: 

Lagrangd Malt vai doa Reüwo jn $') nur die heideia «r^tAn h#riim<»lü 
bei, aö daaa er «ar eijiält: 

Da nun, acUieaet fr weiMri 9»f(4r) ehcpao uns 9)(jr)^ wie fix) pmi ftm) 

< 

abgdeitet wird, und tp(x) = /'(x) ist, so ist 9)'vJr) = fCpU so dass unsere 
G]|iii^ge9 lautm: 



• • » 
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und die Gleichung it) nimmt die Form an: 

fix + A) = fix) f A . /»(jr) + j*L . /^«^a,)+ -iL. . f"'(,^ + 

ein Resultat» welches mit der Gleichung f) in Widerspruch steht, indem 
aus derselben, wenn das ganz willkürliche k = k angenommen wird, frigen 
würde : /(a? + ä ) = f{x) + hf\x) + A »/"( r) + h^f*\s) + . . • 

Diese Unzullngtichkeit der von Lagrange g^ebenen Begründung ward 
übrigens schon früh erkannt und bereits von Grelle*) Termieden. Indem 
nämlich bis zur Gleichung f) excl. Alles so bleibt wie früher, tritt an die 
Stelle der Formel f/ : 

f{x+k)— fix) + kq>(x) + t V(«) + *^ (x) + ... 
die anderen Gleichungen: 

q}{x + ») = g>ix) + kq>*(s) + Jfc2y"(j?) + jfc«^p'"(jr) + . . . 
u. s. w. bleiben dieselben. Es geht also die Gleichung d^ über bei leicht 
ersichtlicher Aenderuug der Anordnung in: 

/(a?+A+A:) = f(s)+ hq>(x) +h^ ^ (x) + h^ x (')+ • • • 
+ k€p{x) +hk*g>'(s)'\-h^kxp* (x) + h^kx'{x)+... 
. + k^il}(x)+ bk^q>'' (jr>+ A^jt^'- (a?) + A»A V- (a?) + . . . f d) 
+ *^(jr) + Aiy"(jr)+A2*3^"(jr) +A«ty"(jr)+ . . . 

+ . 

Werden jetzt die Coefficienten von A und Ar in den Gleichungen ß) und d) 
verglichen, so erhalten wir die Relationen: 

g>Xx) = 2. t/^ a?), folgUch i/^(x) = {(p'iär), 
^\x) ^ 3 . x(*) , „ X(') = lX'(a?), 
^\x) = 3 . x(a?) , „ :x{^) = iq>%x) u. s. w. 
Nun ist i/^(ar) der Coeflicient von A* der Reihe , die entsteht, wenn in f(x) 
das jT um A wächst, q>*{x) ist der Coefficient von A, wenn wir in q>{xy 
das X um k zundim^ lassen, u. s.w. Aber q>'(x) eitsteht auf dieselbe 
Weise aus q)(x) wie (pix) aus f(x). Man findet also den Coefficient^ 
%p(x) von A', wenn man zuerst x in x+h übergehen lasst imd so den 
Cofefficienten von A, nämUch q>(x) bildet, dann in ^(x) das ^r um A ^u^* 



*) „Versach einer rein algebraischen und dem gegenwärtigen Zustande 
der Mathematik angemessenen Darstelliing der Rechnung mit veränderlichen 
Grössen/' Von August Leopold Grelle. Göttingen« 1813. i 



nehmen lägst, so <p'{x) erhält und dies durch die Anzahl der Operationen 
nämlicb durch 2 dividirt Wird also^^x) durch f*{x) bezeichnet, so ist 
9\jr), welches aus g>{x) ebenso entsteht wie g>{x) aus /(x), zu bezeich- 
nen durch /"(») ; also wird ^(x) « -— ^ . f*\x). Ferner entsteht ^(x) 
ebenso aus tpix), wie 5p(x) aus /x). Wenn also ip{x) durch /"(x) be- 
zeichnet wird, ist ^(x), da tp(x) m> y^. f'Xx) war, durch y-^ . /'"(«) 

zu bezeichnen, also ist ;t(^) = r— ^— ^ . /'''(x). Wir erhalten die Bezie- 
billigen: ^«)« -f ./'(•) 

u. s. w. 
Mithin lautet die Gleichung a): 



Coefficienten f^lx)^ /^'(x), u. s.w. nennt nun Lagrange die aus der 
primitiven Function /(x) abgeleiteten oder derivirten, oder di^ 
Deriyirten schlechtweg. Indem nun aus dem TayIor*schen Theorem bekannt 
ist, dass diese CoeCßcienten die Differenzialquotienten der Urfunction /(x) 
sind, erklärt es sich, dass „Derivirte^^ und „ Differenzialquotient ^' dasselbe 
bedeuten; da femer der erstere Name den Differenzialquotienten bedeutet, 
insofern er Coefficient in der Taylor'schen Reihe ist, bedient man sich 
auch wohl des Ausdrucks „Differenzialcoefficient^' statt „ Differenzial- 
quotient.^' 

Der Begriff der Deriyation ist der Fundamentalbegriff der Lagrange*- 
schen Theorie. Auf die weitere Entwickelung derselben brauchen wir uns 
hier nicht weiter einzulassen, nachdem die Beziehung der „Deri?irten^ 
zum „Differenzialquotienten** erläutert ist, da die wichtigsten Sätze, wie 
z.B. die Aufstellung des Restausdrucks bei der Taylor*schen Reihe, mit 
dem die Entscheidung ihrer Con - oder Divergenz in jedem einzelnen Falle 
zusammenhängt, in allen Lehii)üchem der Differenziahrechnung zu fin- 
den sind. 
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